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{Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 30 X 1962)

1. Будем говорить, что поверхность Х„, в проективном прост
ранстве Рп нормализована двойственно, если она нормализована в 
смысле А. Н. Нордена (1) и ее нормаль первого -рода .содержит ха
рактеристику семейства гиперплоскостей, касающихся Хт.

В этой заметке мы рассмотрим поверхность Хт. вложенную в 
пространство постоянной кривизны т. е. в проективное простран- . 
гтво с заданным абсолютом Как известно, (г) для того чтобы 
нормализация была полярной относительно абсолюта С2Л֊1, необходимо

I достаточно, чтобы нормали первого и второго рода были полярно- 
хопряженными относительно абсолюта.

Допустим, что Хт можно дополнить до гиперполосы так, чтобы 
характеристики семейства касательных гиперплоскостей были перпен-

|аикулярны к касательной плоскости поверхностей Хт. Очевидно, что 
'тогда естественная нормализация Хт будет одновременно и двойст

венной.
1 Иными словами, нормаль первого рода Хт предполагается вполне 
ортогональной к касательной плоскости поверхности и одновременно 
удовлетворяет условиям двойственной нормализации (3).
I При этом оказывается, что Хт, удовлетворяющая этим условиям 

при т<^п — 1, образует определенный класс, который в дальнейшем
■удем обозначать через От.
I Пусть точка поверхности От определяется вектором

который мы будем предполагать нормированным по Вейерштрассу, 
В* е. удовлетворяющим условиям х2 = г = ± 1.
I Обозначим через X полюс главной плоскости а через X 
I 
полюсы касательных гиперплоскостей, пересекающихся по характери
стикам главных плоскостей. Назовем X главным полюсом, а X харак-



теристическими полюсами. Тогда основные дифференциальные урав
нения имеют вид

III.

где считается, что номер внизу под точкой опущен с помощью
V символ ковариантного дифференцирования во внутренней римано
вой связности, который используется для перебрасывания индексов. ।

По сравнению, с общим случаем у нормализованной двой- • • || 
ственно, в разложениях характеристических полюсов X (I, II) отсут- 

$ I
ствует член с главным полюсом, а в разложениях главного полюса 
(I, III) отсутствуют характеристические полюсы.

Теперь докажем, что геометрия 2-го рода поверхности От сов
падает с геометрией 1-го рода поверхности X. <

Обозначим метрический тензор поверхности X через = ХА? 
и учитывая, что точки Х[, X, X независимы между собой, напишем 

5 I
разложения 

5 5 5 /
где [/] —означает ковариантное дифференцирование по
определяемой основным тензором 7^.. 

Г
Дифференцируя соотношение А,/

—1 0

— д, хд; X смешанным обра-
< *зом по отношению к связности исходной поверхности и

поверхности X, мы получим

V к^^и] ~ О-
Таким образом, получаем, что внутренняя геометрия исходное 

поверхности £>ш сопряжена с внутренней геометрией поверхности А 
относительно главного фундаментального тензора А//. Из (2) известно, 
что внутренние связности 1 и 2-го рода двойственно нормализи
рованной поверхности сопряжены относительно главного фундамен- 
гал иного тензора А//.

Отсюда вытекает, что геометрия 2-го рода исходной От в А 
совпадает с геометрией 1-го рода поверхности X.

Теперь покажем, что любая поверхность Хт, расположенная и; 
гиперсфере пространства Кп будет поверхностью От.

Действительно, выбирая за главную плоскость гиперполосы Т 
касательную к Хт, которая касается гиперсферы, мы получаем ха
рактеристику, ортогональную касательной плоскости Тт к Хт,



образом, мы имеем йХ X — йх X ~ 0у то есть нормализация двой- 5 5
ственная.

2. Рассмотрим случай, когда гц = п — 2. Тогда (1) принимает 
следующий вид:

V/*/+ К,7 К, Х/ = — г^Хе, У,= -гЛ^Хе, (2) 
где

Л;; = - д, хд, X = XV ~х,, к։1 = — д, хд,- У = У У}х:.

Предположим, что А = е 1 йг || =# 0 и А = ОеЦКц\\ ¥= 0. Из си
стемы (2) можно определить векторные функции х, X и У, если за
дан метрический тензор поверхности и тензоры Л,7, Кц.

Задание этих величин не может быть произвольным, а должны 
выполняться условия интегрируемости основных уравнений (2), кото
рые принимают следующий вид:

fjk] 4՜ 4՜ 2г2^(У^Ь
(3)

11 ?(Л1< = 0-111 vlAi.- = 0՛ IV/^ку|и=о, 

где Rkjt есть тензор кривизны внутренней геометрии Dn 2.
Теорема 1. Поверхность Dn-2 определяется с точностью 

Оо движений пространства Кп, заданием своей внутренней римано
вой связности, а также тензорами Кф удовлетворяющими ус
ловиям (3).

Условия (2) симметричны относительно X и F, откуда следует, 
что семейство гиперплоскостей Ху ортогональных вектору К, опреде
ляет гиперполосу (х, X), которая тоже находится в двойственной 
нормализации. Больше того, такую же нормализацию мы получим, 
рассмотрев гиперполосу jx, Z}, где Z = с\Х + с2К, причем с1У с2 по
стоянные.

Таким образом, если поверхность Dn_2 в Кп допускает двойст
венную нормализацию, то она допускает ос1 таких нормализаций.

3. Все сказанное остается в силе для поверхности D2, погружен
ий в пространство Л4. В этом случае условия (3.IV) показывают, 
1то главные направления тензоров А,у, Kij совпадают.

Действительно, (ЗЛУ) можно записать в следующем виде:

h'iKejS'i = 0 или
I

«А,7+₽К,7 + -г^(,.= О,

это показывает, что главные направления тензоров hiit Kij совпадают.
Таким образом, сети hudid du>; 0, Kudu1 du1' = 0 имеют общую

иссекторную сеть (3). Тогда их биссекторпые направления порож-
ают на поверхности ортогональную сеть, аполярную нулевыми ли
нями тензоров А/у, К о-

Сеть, аполярная тензором ///у, К//, называется сопряженной се-

73.



тпью. Таким образом, мы видим, что на поверхности /Л, вложенной 
в К4, существует ортогональная сопряженная сеть.

Теперь докажем, что если на поверхности А2, вложенной в К՝. 
существует ортогональная сопряженная сеть, то поверхность допу
скает полярно-двойственную нормализацию.

Это утверждение докажем сначала в эллиптическом пространстве. 
Прежде всего заметим, что из существования сопряженной ортого
нальной сети вытекает совпадение главных направлений тензоров 1гц и 
Кц, так что справедливо равенство

Лр-А/у - 0. (4)

Запишем теперь деривационные уравнения поверхности, нормали-
* '■■■

•зованной некоторыми взаимно перпендикулярными ортами X и К,

УуХ/ — — 4՜ 4՜ Кц У\ А/ ~ — к}Хе 4՜ С) У\ У! — К/Хе С/ X.
(5)

Из условий интегрируемости этих уравнений следует, что

.а значит, в силу (4), =0, то есть с, — градиент.
Выбирая новые нормальные орты

♦
Az* = X cos 9 + X sin 9, Й: = — Asin ср 4֊ У cos 9,

мы получим новые тензоры

hij = Ьц cos 9 + Кц sin 9, Кц = Кц cos 9 — Кц sin 9, c] = cf — 9..

Тензоры Л,/, Кц, имеют те же главные направления, что и тензору 
Л/, Кц, а вектор с. можно за счет выбора функции 9 (/?, и2) обра- 
тить в нуль. Но тогда для таких А'* и У* уравнения (5) примут вид

?Л= - Zii* + У] = - K^Xc

Отсюда следует, что А* и У* осуществляют полярно двойственную 
нормализацию поверхности.

Доказательство этого утверждения пройдет и в точках с гипер
болической угловой метрикой.

Таким образом, доказывается следующая теорема.
Теорема 2. П,ля того чтобы поверхность А2, вложенная «I 

h „ была поверхностью D2, необходимо и достаточно, чтобы conpflj 
женная сеть была ортогональной. 1

В заключение выражаю благодарность А. П. Нордену, под рУ I 
ководством которого выполнена настоящая работа. I
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Ա. Վ. ՋԱՔՄՍՋՅԱՆ

От *Тակերն и» յթհերլւ քՀրւ suiruidm.pjm_Gm.iT

Մևնյ» կասենք, որ ճտ մակերևույթը երկակի նորմայաց,[ած է պրոյեկտիվ թՂ տա֊ 
յյածություն ոէ մ, եթե հա նորմա լարյված է Ա. Պ- ՆորղեՆի իմաստով և նրա աոահի սեոի 
Ոքորմալը պարունակում կ X ա շոշափող հ ի պե ր ■> ա ր թ ու թ յո լնն ե րի խարակտերիԱ Ա!իկը։

^.9ս Կողվածում ւեենք ղ իւո արկում ենք A րՈ մա կե ր էւՈԼյ թն րնկղմված հաստատուն 
կորություն ունեցող /\ ո էս ար ա ծ ո ւ թ յ ո ւ ն ո լմ : Պահանջենք, որ մակերևույթի շոշափող հի֊

պերհարթութ յոլնների [սարակտ երիսէոիկը ուղղահայաց [ ին ի մակե րևու յթի շոշափող հար֊ 
թությանն ամեն մի կետում և այղ մակերեսէ յթր ն Դ ան ա կ են ք [)րՈ։

(Լպաց ուց Հած Լ 'ւ ե ա ե յալր’

1* "^սի երկրաչափոէ թ յա եր /Հ ո - ո ւ մ համընկնում է X մակերեսէ յթի

աոաջին սեռի ե ր կրաշա փոէ թ յան հ ե ւո:

եթե քՈ֊չափան ի մ ակե րևու յԸւ՛ ղ ւո հ Հում Լ *> ի ալ եր Ա ֆ ե ր ա յի Հր ւս ք սէ ռլ ա ն ա սլ ա էո — 
կանո է մ կ От ղասին •

— 2 մակերևոլյթր որոշէ^ում / ի ր ներքին ոիմանի կապակցող թյունոՀ ե ասիմ֊ 
տասական ֆսրմերի տ ենղորներոՀ։

4% Որպեսղի \Դ֊ր րնկղմՀած /Հ ^սւմ ւ!քնի Լ) Դ г ան^րաժեշէո ե րաՀարար Լք որ

հ էսմա / ո ւո ցանւյր ւՒնՒ է»րթ ո ղ ոն ա լ :
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