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I Базис (хк) гильбертова пространства Н называется базисом Рисса

И), если ряд с общим членом ацхк, где а*—числа, сходится в том и 
только в том случае, когда (аь) Е. Целью настоящей заметки яв
ляется доказательство двух теорем о базисе Рисса для последователь- 
11
Лети Ех показательных функций е (6=1, 2,...), где Х*—попарно 
различные комплексные числа. Первая из этих теорем связана с ре
зультатами заметки (2), вторая —является уточнением известной тео
ремы Палея и Винера (3).
В 1. Семейство точек хД/- /) топологического векторного про
странства Е над телом вещественных или комплексных чисел назовем 
щолне свободным, если в Е существует такая окрестность нуля и, 
п’о при каждом к I окрестность х и не пересекается с замкну

тым векторным подпространством, порожденным теми хг, у которых 
/Ь к. Пусть Л֊( — а, а)—замкнутое векторное подпространство, по

рожденное последовательностью Ех в Л2(—з, з). Через тЛ (соотв. 7\) 
будем обозначать точную нижнюю грань тех при которых
последовательность Ех вполне свободна в А2 (— а, о) (соотв. является 
базисом Рисса в Е\ (—□,□)). Если последовательность Ех не является 
вполне свободной в А2 (—о, о) (соотв. базисом Рисса в £2(—о, а)) ни

при одном з, мы будем говорить, что тЛ — ос (соотв. Гл = эо). По
следовательность Л = (ХЛ) будем называть совершенно правильной, 
№н 1) все числа ХЛ (к = 1, 2,...) лежат в некоторой полосе 11т X | < А; 
■при некотором о^>() и любых к / | ХЛ--ХД п. Имеет место еле- 
■ощая теорема (2).
■ Теорема 1. Если последовательность Л совершенно пра- 

пильная, то Т’А = тЛ<ос. Если последовательность Л не является 
^Шрршенно правильной, то ТА = ^-
■ Ее доказательство использует следующий факт, который в за- 
■ ке (Д сформулирован, но не доказан.
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Теорема 2. Если последовательности Л = (X*) и /И = (ц|

обе совершенно правильные и sup |Х> — Х7| оо, то тл = т.и.
Ниже мы приведем доказательство этого факта. Из теорем 1 и2 

непосредственно вытекает
Теорема 3. Если последовательности Л — (.ь} и /И = (и)- К 

обе совершенно правильные и sup | X* — Х7-1 < оо, то 7\ = Тм.
2. Доказательство теоремы 2. Не нарушая общности, можно 

А А
предположить, что одно из чисел например ~д, конечно. Если 
____ ' А ’ | 
(<?Ц) — последовательность, ограниченная в Л’(— з, з) (а>тА)| 
образующая с Е\ биортогональную систему, то положим I

□

— а

Целая функция Ф* (X) имеет конечную степень < з и 
виде (4)

представима

Фа(Х) = eiaf lim П (I — X/v/),

причем числа Х7 _ л* (/£) входят в последовательность (V/). Замс 
нив в последнем произведении числа Ху— числами и. — получи 
функцию Ч‘Л(Х), такую, что — ^) = 8Л/. Ясно, что (X) име«

• ,
конечную степень ^з; оценим отношение функций Ф/, (X) и Ч^Х).

Все числа Хд, |1Л лежат в некоторой полосе |1тХ|<Л. Пр 
Н > 2Л положим X = х 4֊/Я (—оо<х<оо). Сумму

!п In 1 ֊ W
1 - ՝K!v-ik

где Х/Л = Ха- — ХЛ, р.*= и.— разобьем на две: и 52, соответстве 
но при [Х/Л|>2|х| и |Х/Л | < 2| х|. Если положим еще: 0<Л = |л — Х^. ‘ • яс

Следовательно, при |х|—>оо

i г k

равномерно по k. Поэтому при |л| -» оо
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-p Ч \( л-4 ZA/) 
Ф, (л -I- iH) < В x (3)'p

где Л, В, р ^>0 постоянные, не зависящие от ли /?. Считая число р 
целым, положим теперь

sin о)А
О)Х (и < о>

Ясно, что это целые функции 
А2(—эо, эо). По теореме Палея

конечной степени О4-е из класса 
и Винера

?+ = 
ГЪ

н* (> — (1J = (t) eM dt„ ■
к) 
— 7 — £

где (/) ^ (—а — е, з4֊£). 'Гак как .{jr. — nJ == о*7-,_ то последо

вательность (МО) образует с Ем биортопональную систему в. 
А2(—«? — г, а + €) и, кроме того,

3 + S . ОО
sup I |0л (/) |2d/< .И sup I I А* (X + LH — u. j2t/x < ос,. (4) 

k J k J 1 я
-а-s ֊ ос

т. е. последовательность Ем вполне свободна в L-(— з — г, о 4֊ гр при 
ДА Д А-

любом г>0, откуда тм < тд; аналогично
3. Пусть ХА(/г = О, ± 1, ± 2,...)—вещественные числа, удовле

творяющие условиям

\lk-k\<D (А = О, ± 1, ± 2,...). (5>

Палей и Винер доказали (3), что при D = —^0, 10 всякая последо- 

вательность (е ‘ ) с показателями >*, удовлетворяющими указанным 
выше условиям, является базисом Рисса в £2(»—Даффин и Икес 
( ) усилили этот результат, доказав его справедливость при 

= In 2/~ 0,22. Левинсон (G) показал,, что при Z) = 0’25 теорема
Палея—Винера, вообще, говоря, не имеет места, так как последователь- 

ность (е ՝ ) может не быть даже топологически свободной.
Теорема 4. Если вещественные числа lk(k = 0; ± 1, _ 2,...'i 

удовлетворяют условиям (5) при D = 0,24,. то последовательность՝ 
j ivkt
К<? ) является базисом Рисса в L2(—-, -).

Доказательство. По теореме Палея и։ Винера (3) достаточно, 
доказать, что

-1 - С ! Sc*( е" ? 1= dt < OL । ck, I1՛

“ 7Z

(6)՛
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для любой конечной последовательности комплексных чисел ск и не
которого 0 (0, 1). Заметим сначала, что Ц

где верхняя грань берется по всем функциям /(0 из единичного шара 
пространства Л2 (—т. е. таких, что

11 сложив

/(О е‘" сП,

перепишем интеграл в правой части равенства (7) в виде '

1 С 1
I 2” ,) — тт

Воспользуемся теперь равенством 
Ч ■

/"В

Е (Лл) — Л (&) = I Е' (и) (1и

к 
.и интерполяционной формулой

Тогда

п

причем абсолютная величина правой части не превосходит

~ зир
— ос л оо

՝ Ь
1 А (и + п — т/2) с1и

Следовательно, в силу неравенства Коши,

Iк

Так как
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2 -------------  k

\F(k±u-^n — 1I2) |2 dur
0

где знак՜ при и зависит от знака величины — k, то՛

о с*|г- sup 1

О

sup
* <jr - .0

л У 2 du.. (9>

Поскольку

/ (0 cos uteLt^X}dt 4֊

V 2
f (t) sin ut eit{k+x>dt |

I f (/) cos utei{(kJr r) dt I f (t) sin uteii{k + X) dty

TO

I/ (0 sin ut p dt 4՜

I 4 21 I | f (t) cos ut p dt I J (t) sin ut 2 dt I ,
I \< /

причем правая часть не превосходит величины 1 4 2 sin-//. Следова
тельно, на основании (7)—(9), 
Id dгъ_
I 6 = n2D sup I У | F(k ± и 4 x 2 du < r2D i (t 4 2 sin r.u)du.
I — 1 '
I ° °
Правая часть равна -2D2 4 2^3 (1 — cos “£)), что меньше, чем 

( rZ))2 
t:2D2 4 2^D 1 4-— = (zZ))2(l 4nD)<l,

е«ли D- = 0,754, т. е. D > 0,24.
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