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Теоремы единственности для некоторых классов функций, 
мероморфных в круге

И՜ (Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 15/Х 1962)

I Г. Обозначим через £ произвольную открытую дугу Жордана, 
которая соединяет начальную точку ? = 0 с границей окружности 
|г|=1 и на которой ! г | не убывает. Любая связная часть Л, примы
кающая к г = О, предполагается спрямляемой. Возьмем па дуге £ 
произвольную, измеримую вдоль £, совокупность точек Е. Пусть 
Е(г) — часть этой совокупности, принадлежащая кругу
I Обозначим через о) (| /1) произвольную ограниченную (ш( 7|) < 1) 
неотрицательную функцию, определенную для точек I Ей

(1-1)

Пусть, далее, функция мероморфна в круге |г|<1 и Т(г)~ее 
характеристика.
■ В работе А. Л. Шагиняна (т) была установлена следующая об
щая теорема.
I Если при некотором О(О<^0< 1) 

(/1 ч
__  I «>(| ^)1^1 о (1 — г)) == —оо, (1.2)

■ г-1 I .) I■
то м (г) = 0.
Ж Доказано также, что этот результат точный в классе всевозмож
ных мероморфных функций.
Н В настоящей заметке с помощью интегрального представления 
устанавливаются теоремы единственности для мероморфных функций, 
характеристика которых имеет произвольный, но не выше чем

1’ П0РЯД0К Р°сга- Приводимые здесь предложения представ
ляют собой дальнейшее обобщение результатов другой работы А, Л. 
Шагиняна (2) и автора (3).
ч 2°. Введем, как в (4), следующие определения.
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Определение 1. Условимся говорить, что непрерывная на 
0<^< 1 функция /У (О > 0 принадлежит классу Сн, если Н (О) = эс, 
7Н (0 [ 0 при и 

.V .
Н (и) с1и = с, где с Ф 0, ос. •

• •
Для функции w(z), мероморфной 
выражение

в через Л (г) обозначают

Известно, что

и

— dxdy,-

dt.

Определение 2. Будем говорить, 
надлежит классу Г!(, где /7( Сн, если

что функция w (z) при-

и

1

Тп (w) ~ ( /1 (/) Н (1 — /) dt<^ ос при
%

Н (1 и) du ос
• / о•7о

при
1 

/Э

i Н (1 — и) du = ос.
</• о

В работе (•’) М. М. Джрбашяном рассмотрены классы функций 
<2* (г), мероморфных в |г|<^1, характеристическая функция которых 
удовлетворяет условию

1

(1 г)а Т (г) dr < оо (а^> 1),

и установлены их интегральные представления.
Заменяя функцию (1—г)’ функцией Н (\ г) и используя ме- _ <

тод М. М. Джрбашяна, примененный в (5) для функций класса Тп, по
лучим следующее интегральное представление*:

Г 1 2л

—-С' ֊^4—֊֊ ехр ֊—( i lg; W (Q I G (zC) h (1 p) d?dh •
C>. ~h (z, о,,) к j j 

- ° °
(2.1)

Здесь С\7=0 старший коэффициент ряда Лорана функции хе» (г) в ну
левой точке,

* См. также (в).
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/гл - ехр

1

I

б/р

а., нули, /л, полюсы функции 70(2), пронумерованные в порядке 
р

неубывания их модулей, а Л (?) = \Н(и)с1и. Функция в (г) голо-
Г 7 
п

морфна в 1г|< 1, имеет следующий вид:

г) г-"т/г.

В (2.1) через -л (г. <г,х) обозначено следующее произведение

последовательность комплексных чиселЕсли бесконечная
из |г|<1, отличных от нуля, 
их модулей, для которой Итп 

л- -

упорядоченных в порядке неубывания 
I ап I = 1 и

V Л( 1 — | лл I) (1 — I а„ |) < оо,

то бесконечное произведение ~л(г, а^) абсолютно и равномерно схо
дится внутри |?|<1 и представляет голоморфную в |?|<1 функцию, 
обращающуюся в нуль только в точках ап(п=\, 2, •••).
I . 3 . Оценку роста функции О (р) при р—>1—0 дает следующая
лемма.

Лемма 1. Для функции (7(р) справедливо неравенство

։ —Р
где с постоянная.

{ Действительно,

п ֊֊>ос, отсюда

легко получить, ч го прип п



В первой сумме пусть п < ------- или 1 — а во второй—<1 —о,

тогда

•' с
^0՜ Рр/7(1-ТГ -а֊р)Л(1-р) ’

так как ‘//(1 — р) (1 — р) = О (А(1 — р)) при р—►1 — 0. Лемма дока
зана.

Если через Е* обозначим проекцию Е па радиус 0 < х < 1 кру
говыми дугами, то при условии (1.1) будем иметь

г>
| G (о) h (1 — р) и» (р) с/р ос.

<7я*
(3.2)

Пусть ш(|/|) удовлетворяет условию (1.1), тогда справедлива сле
дующая лемма.

Лемма 2. Если т.п (г „ а ,х) есть произведение, соответствую
щее некоторой функции гс (г) ( Тн, то имеет место неравенство

и> ( |z ) h (1 — |z() la| r4l (z, u!K)| d\z \ > — L)TU (w) — C,
♦ >E

где D и С определенные константы.
Для произвольного произведения *h(zy а,,] возможны случаи.

когда

1 й (1 — I-Z |) lgI К;, (г, a,i.) | d\z \ = — oo.
F. ' ' '

9 •t 
Это следует из следующей теоремы.

Теорема 1. Если 0 < аг " cz2 < • • • < ап < • • •, то для конеч
ности , ’ 1

I г»
J = I А (I — х) 1^|^л (л\ а„) | с/л-

•7 
о

необходимо а достаточно, чтобы

Легко видеть, что если интеграл .1 расходится, то он становится от
рицательной бесконечностью. Это означает, что если числа {лд.| вы
браны так, что
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•однако

то о едем иметь

о

\;Л(1 М(1
/гя 1

1

Иде Т7Л (д, а„) — сходящееся произведение (2.2).
Эти примеры показывают, что присутствие некоторого убываю^

•щего множителя типа <•)('/) для неравенства вида

неооходимо.

<(2.1), можно
функции ад (г) из класса Гн, используя представление 
получить следующее неравенство:

о

где = 2, 3)֊֊определенные константы..
Если обозначить 2 (7) = о> ({) /г (1 — О, то условие (1.1) запи

шется в виде:

2 (О йг
/) Г( 1 ֊ О (4.2)

и неравенство (4.1) примет следующий вид:

I Отсюда получается следующая теорема единственности.
Теорема 2. Пусть функция и՝ (г 

гваряет условию (4.2), то из равенства
н. Если 2(0 уоовлет-

| 2 ( | г | ՝) |ст । и՛ (з) | б/1 г ( = — ос (4.4)

вытекает, что гс (г) == 0.
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В заметке (3), подобно теоремам А. Л. Шагиняна (2), приведены 
и другие теоремы единственности для голоморфных функций в круге, 
удовлетворяющих условию

1 
(-'> г*

1(1 — р*)* 1g4՜ I f (pe*° )<■ ?dodf) < ос

о о

Аналогичные теоремы можно сформулировать и для функций к iac- 
са Г,,.

Эти результаты верны не только для класса 7„, но и для более 
широкого класса функций, характеристики которых удовлетворяют 
УСЛОВИЮ

L

1/7(1 dp < оо. (4.5)
а ' о

Но так как /7(1—р)(1 — о) = О (h (1 — р))‘ при о֊>1 0, то этот
класс совпадает с классом

Т'(р) для этого класса могутЗнач ит, х ара ктёр исти к и расти со скоростью
ю* (р) где <»* (о) удовлетворяет условию

Из (1.2) для данного класса 
Если при некотором 0 (01) 

получится следующий результат.

то w (/) = (),
А из теоремы 2 получим, что из

11т I <•> (I/|)//(1 ֊ИИиЖО'И' < = ~ 30 (4.7)к
г֊>1֊0 ,]

/:(г)

будет вытекать, что ю (7) = 0.
В (4. 6) вынесено наименьшее значение функции А (Г—1/|) 

из-под знака интеграла, что для медленнорастущих дает нам
основание сказать, что результат (417)՛ всегда нам даст ответ, Сели 
будет выполняться (4.6Е
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IՀ»
1Д(г)/У(1 ր)ժր<Հօօ, Դր

о
|//(1 r)rfr<ЭС

V 
о

և

Թող

lim A (r) <Հ oo, 
r֊>I֊0

l44' — г) dr — эс.. 
ш

?

h (,o)= H (it) da,
0

/"4 ‘-2(0 ան ]Հհ t] հ ա in

♦ / 
о

ֆո I ն,հ'/Ւ ան

ւոԼյալ պայմանք.ն

որւոեղ կսէէք ա յակա հ րաէքմու թյու ն Լ [0,1 )-niif։ 11,պւսցու ifijni մ Լ հեաեյալ թեորեւէր.
եթե W(Z)^TH, ապա

/ I

P֊’ (|zj) !g| IC'(Z) I d\z\ =. OC

հավասարությունից հեւոևում կ, որ W{Z) = 0. E րազմու թ յո,նր սաաւ/վոէէք է E^-իքք որո
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