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Об одном методе решения некоторых пространственных
задач теории упругости

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 11 VI 1962 |

В работе используются функции П. Ф. Папковича (*) для нахож­
дения решения некоторых пространственных задач теории упругости. 
Рассматривается случай, когда тело вращения деформируется сим­
метрично относительно плоскости одного из его осевых сечений.

Получены формулы, содержащие только переменные г и г.
В качестве примера приводится 

смотренной В. М. Абрамовым (4), а 
ном круглом цилиндре, изгибаемом 
грузкой.

1. Общее решение трехмерных

решение контактной задачи, рас- 
также задачи о бесконечно длин- 

боковой несимметричной на-

задач теории упругости П. Ф.
Папкович (1’2) представил при помощи четырех гармонических функ­
ций. В цилиндрических координатах г, г компоненты перемещения 
выражаются через эти гармонические функции формулами:

и Ժ4՞ 
дг

1 ԺՓ
г (Խ 

«

I Ժ4ր
дг

где

Ч‘ = г (Փյ соз о 4- Ф3 տւո ?) 4-£ Ф3 4-Фо, (1-2)
, 1 ԺՓ, , Ժ2Փ, , 1 Ժ2Փ, п н Չ4------ ■+֊    ---  -ք ՜ ------ ր՜-----------— \ ) 

дг2 г-- дг дг2 г2 ժփ2
(/ =6, 1, 2, ՅՀ

* -՝ коэффициент Пуассона.

151



Предположим, что однородное упругое тело деформируется сим­
метрично относительно плоскости ХОХ 
(фиг. 1). Тогда, отсчитывая угол ср от 
оси ОХ, мы заметим, что перемещения 
иг и и- являются четными функциями 
от ср, а перемещение и<?— нечетной 
функцией.
Ищем эти перемещения в виде рядов:

ос
иг (г, ф, г) = \ ик (г, г) соз /г ср

/? = 0

(г, г) з1п к ср.
1

(1-4>

хец.(г, г) соя/гср.
к =- о

Перемещения в таком виде представлены также 
Соляника-Крэсса (3) при рассмотрении им некоторых 
упругости.

в работе К. В 
задач теории

Подставляя выражения (1.4) в обычные формулы 
ний, получим следующие соотношения:

для напряже-

ОО
'г ('■. <Р> 2) = _^ (г. г) СО5 к ?

*=0

ос
(О 2) = X <4Л) (О 2) СО8 к ср 

к -0

'гДг ср, г) = X г) з1п к ср
к 1

4*2 (г’ 2) $1п кер
к - 1

У /^«1 -гг V
* = 0

Здесь величины аг , а. \ •••'7$./ выражаются через //л, и фор 
мулами:
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г՛* + k ик
(1.6)

где введено обозначение
( дик uk •+ k vk , dwk

'1ь = ----  -I- --------- ։ ----
dr r dz

Для того чтобы упругое однородное тело деформировалось 
симметрично относительно плоскости ХОХ, необходимо, чтобы по­
верхностные напряжения были заданы соответствующим образом. 
То есть, если обозначить через п направление нормали к элементар­
ной площадке поверхности, тогда компоненты поверхностных сил 

и Хп этой площадки должны быть заданы в следующем виде:

/?» = <3rcos (г/г) 4- CrzCOS (/zz) = J. A^cos k □ ,
k ==о

= Tr?cos (/гг) + cos (nz)= / , H^sin /?<?,
k = I

□o

Xn = Trzcos (/гг) + 3/Cos (/zz) = Z\^ cos k
k - 0

где

<5(rA> cos (/гг) + <*’ cos (nz), (k =0, 1, 2;--«) 

Hnl)=^ tJ-'P cos (nr) ֊h t^cos (rzz), (k= 1, 2, • • •) 

Х{„} = cos (nr) 4- o?’cos (nz), (/г=0, 1, 2, •••) 

z . dr dz cos (nr) = — = — ՝ 
dn ds

, . dz drcos (nz) =---=__ ___ ,
dn ds

направление касательной к контуру осевого сечения.

(1.8)

(1.9)

(1.Ю)
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Такаи постановка задачи дает возможность искать гармонические
функции Ф, (г, ср, z)(/ = 0, 1,2, 3) в виде разложений по 
метрическим функциям по координате 9.

Функции Ф, ищем в виде
00

Ф, (г, <р, Z) = _ Z) COS (k + 1) ®,
k - о

тригоно-

<Х

Ф2(г, ®, г) = V ®и(г,г) sin (Л 4-1) 
k = о

(1.П)

fyk (/', z) COS k V
ft = о

(4 = 0, 3).

где функции 9^ (г, г) (/—О, 1, 3) удовлетворяют уравнениям

Vh-i ?ift = О, \7ft93ft = 0, yofe—О, 

2 _ д2 1 д д2 а2
dr2 г dr dz2 г2

(1.12)

(1.13)

Используя формулы (1.1), (1.4) и (1.11), будем иметь:

uk (г, z) = (rcpu 4- z (p.u + (?о/г), (k =0, 1 • • •) 

(г + Z'^ik + 9о/г), (^=1, 2,..«) (1.14.

Подставляя эти значения в (16), получим

w* (r,z) =93ft֊֊'—- -------- -  (/' ?ift + Z 93ft + ?0ft), (^=0, 1, « ).
4 (1 — ՝/) dz



1 аким образом, задача свелась к определению трех, зависящих 
только от двух переменных, функций (г, г) (1=0, 1, 3). которые 
в области осевого сечения тела удовлетворяют уравнениям (1.12), а 
на контуре сечения заданы законом распределения напряжений и пе­
ремещений.

2. Рассмотрим задачу о деформации полупространства под дей­
ствием жесткого круглого штампа, при отсутствии касательных на֊ 
пряжений под штампом. Такая задача была рассмотрена В. М. Абра­
мовым (4).

Пусть граничные условия заданы в виде

иАг 0 = Д| Л(г)С08&Ф (0<Г</?)
/? - о

Я)

Здесь Д (г) — не возрастающая в интервале (0, /?) и интегрируемая в 
этом интервале функция (случай, когда (г) = 7 г, 7 = созпР и 
А(г) =0 при £=А1 рассмотрен В. М. Абрамовым).

Для решения поставленной задачи достаточно положить

<ри (/', г)=0,
X г»

о

?з*(г, г) — 1 В (к) е~': ,/* (/.г) </>.,
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где Зт (х) ֊ функция Бесселя первого рода от действительного аргу­
мента.

Вычисляя по
(г, г), а‘/г1 (г, г), 4*'

формулам (1.14) — (1.16) величины
(г,?) и удовлетворяя условиям (2.1), получим

(2.3)

а также парные интегральные уравнения

Я)

/. В (а) (аг) бГл — 0 (г > R) (2.4)

для определения 
ординатам

11 - ■ ли
коэффициента В (а). Переходя к безразмерным ко-

(2.5)

получим

А (7) Зк (о!) 11Г =

(О (рО ^ = 0

где а = — 1.

Такие уравнения исследовались 
Гитчмарша (6).

Решение этих уравнений имеет

работах Басбриджа (5) и Е.

вид

(1х

Полагая, что
(2.7)

£*(р) = И ПОЛОЖИВ 7. - — 1 будем иметь

V
О

Г ’

О

о

а

в

А (0= ~—-„ / а х о

I

о

э (0 = ±(0.

9

Это решение приводится в работе В. М. Абрамова.
3. Рассмотрим задачу о деформации сплошного цилиндра

(2.8)

беско'
печной длины, изгибаемого силами, действующими на участках его 
боковой поверхности в направлении оси ОХ (фиг. 2).
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Фиг. 2.

Нагрузку на боковой поверхности представим в виде

=г(/?,=р, г) = / '.г, ©); (R, о, г']=-...г (R, ср. 2) =0, (3.1)
где

— Р (0 < <р С ср„; 0^2 < е)

7՜ (г, ©) = ■---- ~ (- ֊ <р0 < ? / — г < г < / -ь г) (3.2)
£

О (на остальной части бок. поверхности).
Пользуемся также условиями симметрии

«« (г. ?, 0) = (г. ср, 0) = (г, 0) = 0 (3.3)
и представляем функции ср/7е (г, г) (/=0, 1, 3) в виде

Ос
1 Д*(М Л- 1 РИ СО$ Хг б/Х.

О
ОС (1

(X) (X /') 5Н1 X гб/л,
и о

(3.4)

ос
Е^ (X) 1к (Хг) сов Хи г/ X, 

о
где 1щ(х) — функция Бесселя от мнимого аргумента.

Вычисляя величины а)*’ (г, г), (г, ?). (г, г) и удовлетворяя
раничным условиям для определения неизвестных коэффициентов, 

получаем систему линейных уравнений

('՝, R),

А* (X) + Ск (л) Д2,+ X (X) 4?) =0.

(3.5)

Ак (՛֊) «։?՝'+ ск (X) 4;,|+ X Ек (Х)43) = 0. (3.5|
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При этом использованы значения

Ск (а) /Л+ 1 (X Н cos AZ 7а,

'МА #) =
О
— I cos X z d z (3.6)

о

-------sin U |1+(֊1)* cos д/| 
rj.P

------ sin аз (1 + cos /71,
2KA R

q = 2 p R <Fo|ee-> o’

(/e =0)

а также обозначения
4”= (3 2v) /*(X/?)-k/?/*+1(XK) - (4- 4v + k)(k + 1) 4+1 *Л₽) 

A r\

(1—2*) /» (X/?) + XR/fc+1 (/./?)+/г (/г+1) I ь+x^R) 
\R

Ih(\R) — - ՝A'R] 
! R

+ k(k - 1)

a^=>R I„(IR) - (2-2» ±k) /*+i (>/?),

42’=k/?/+)./?)+ (2-2v֊/e)/t+1 (/./?) + 2(1 - v) kh, ()■ R) 
~ ).R

(3.7)

k /„(Ж)

43,= (2—2v + fe) lk (XT?) - (4-4v 4-/<)(&+ n A+1 (X/?)

43>= k ik (t.R) _ L(*—1)4+1 (/R) 
). R

то есть решение задачи свелось к решению системы трех уравнении 
(3.5).

4. Заметим также, что задача о симметричной относительно плос­
кости XOZ (фиг. 1) деформации тела вращения может быть решена 
и при помощи бигармонических функций (г, ср, z) (/=1, 2, 3) Б. Г՛ 
I алеркина ( ), если эти функции брать в форме

ос
՛?! = У’Ь*(г, г) cos (k +1)?,

/г=0
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где

'1'3=2 фз*(г, z) COS k<f .
*-0

Здесь функциии ф3* должны удовлетворять уравнениям
2 2 1 пVa+i V*+i Ф1л=О

dr2 г дг
(4.3)

\k Vft фзл = О»

1 д

Если деформация тела является симметричной относительно оси 
02, тогда, оставляя в разложениях (4.1) только первые члены и по­
ложив ф10 (г, г)=0, мы убедимся, что при наличии осевой симметрии 
из трех функций Б. Г. Галеркина остается только функция ф3=53()(л, г), 
которая совпадает с функцией А. Лява (8).
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