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Начнем с определений и обозначений.
1. Определение /. Пусть Е замкнутое ограниченное множество 

на комплексной плоскости. Рассмотрим класс функций Дг, аналити
ческих вне Е, не превосходящих по модулю единицу и имеющих 
вблизи г= ос разложение вида

Число
7 (Е) = sup

а Дг
называется мерой Альфорса или аналитической емкостью множест
ва Е (а).

Функцию 7 (Е) можно определить на любом множестве е, пола
гая 7 (^) = sup 7 (Е) в классе всех замкнутых множеств Е, принад
лежащих е.

Определение 2. Пусть Е опять замкнутое ограниченное множе
ство на комплексной плоскости. Через Лрр обозначим множество ана
литических вне Е функций, исчезающих в бесконечности и удовлет
воряющих условию:

где верхняя грань берется по всевозможным кругам К (открытым), 
которые содержат А.

Величину
7/- = sup |«։ (/)|; ր > 1,

Я
1 Де (/) коэффициент в разложении I
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назовем р— мерой Альфорса или аналитической р- емкостью.
Определим функцию "Р (А) на любом множестве е, полагая 

-'f) (е) = sup 7Р (А) в классе всех замкнутых множеств А, принадлежа
щих е.

Отметим несколько свойств р — меры Альфорса.
а) (А) > ; (А), Р > 1;
б) 7Р'(Л > 7р(/?), 1 Р'<Р\
в) 7р (Ю — г ^ЛЯ круга радиуса г, р >2;
г) р — мера Альфорса любого замкнутого множества, которое 

принадлежит кругу радиуса г, не превосходит 27 г;
д) пусть А произвольное, нигде не плотное замкнутое множество; 

для любого круга К
1

■!р (А’ЛС£՝)>2 " -1р (К), 1 <р<2;

е) для любого числа Л/^>0 можно указать такое замкнутое 
множество А, что 7/; (А)> ЛА 7 (А) 
при любом /?>1.

Это свойство показывает, что р— мера Альфорса—существенно 
отличается от обычной меры Альфорса и, вообще говоря, превосходит 
ее.

Определение 3. Ограниченная односвязная область называется 
областью типа Каратеодори, если в любой окрестности каждой гранич
ной точки содержится часть из бесконечной дополнительной обла
сти (2).

Определение 4. Открытое ограниченное множество назовем от
крытым множеством типа Каратеодори, если в любой окрестности 
каждой его граничной точки содержится часть из бесконечной до
полнительной области. I

Определение 5. Ограниченное замкнутое множество назовем 
замкнутым множеством Каратеодори, если в любой окрестности каж
дой его граничной точки содержится часть из бесконечной дополни
тельной области.

В работе рассматриваются только такие замкнутые множества, 
любая порция которых имеет положительную плоскую меру. Такие 
множества называются приведенные по мере.

Пусть А замкнутое ограниченное множество. Через £р (А), р> 1, 
обозначим Банахово пространство, состоящее из функций /(г), опре
деленных на Р, для которых конечна норма

Подпространство этого пространства, состоящее из аналитиче
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ских во внутренних точках множества Л функций, обозначим через 
//„(0. р>1-

Определим также Банахово пространство /7ДЛ). р>1, состоя- 
щее из определенных на £ действительных функций и (г), которые 
гармоничны во внутренних точках А и для которых норма и р ко
нечна.

Для доказательства первых четырех теорем используется обоб
щенная формула Коши и следующие леммы.

Лемма 1. Пусть замкнутое множество Е такое, что в любом 
круге радиуса о>0 содержится замкнутое множество Л, принадлежа
щее к дополнению Е, такое, что /?>1,
где л>0 не зависит от Л

Тогда
существует функция <(г), определенная по обеим переменным в не
котором открытом множестве Е £ (-2, аналитическая там по пере
менному г, и такая, что среди всех 5:(г), ' £ Е, имеется лишь ко
нечное число различных функций. Эта функция удовлетворяет нера
венствам:

>о ’

о \р р

где и с2 постоянные, 
м м а 2. Если

зависящие лишь от /..
в условиях леммы 1 потребовать, чтобы 

I |2р(^) то, кроме всех утверждений относительно функции \(г).
имеет место также неравенство:

где с постоянное,
Теорема 1. 

՛ /огоа множество 
[мранстве НР(Е).

зависящее лишь от <
Пусть Е— замкнутое множество Каратеодори. 

алгебраических полиномов всюду плотно в про-

Частным случаем этой теоремы является теорема Маркушевича— 
Мереля, доказанная для областей типа Каратеодори (1 .
[ Тео р е м а 2. Пусть опять Е замкнутое множество Каратео- 
IТогда любую функцию в пространстве НР (Е) можно при
ближать гармоническими полиномами, р >
| В качестве нерешенной задачи вопрос о возможности приближе- 
| ՝ия в среднем по площади гармонических функции гармоническими 
1110'1нномами в Карагеодоровых областях предлагается в монографии
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Теорема 3. Предположим, что замкнутое ограниченно^ 
множество Г такое, что в каждом круге любого радиуса о >0 
центром в граничных точках множества Л находится замкнутое 
множество е такое, что

(е) ^>л-о, е С Е\ р > 1, 
• 1 

где л^>0 абсолютное постоянное.
При этих условиях множество аналитических на Р функций 

всюду плотно в пространстве Нр(Р), /> > 1.
Из этой теоремы получаются следствия:
Следствие 1. Если R условиях теоремы потребовать, чтобы 

где л >0 абсолютное постоянное, то множество аналити
ческих на Е функций окажется всюду плотным в пространстве Нр (Е), 
Р > 1 - I

Следствие с2. Если замкнутое ограниченное множество А такое, 
что дополнение к нему состоит из конечного числа областей, то опять 
любую функцию в пространстве Нр (Л), р >1, можно приближать ана
литическими на Л функциями.

Теорема 1, 2 и следствия 1, 2 можно получить используя, вме
сто вышеприведенных лемм, оценки ядра Коши в равномерной мет
рике (’).

Теорема 4. Пусть замкнутое ограниченное множество Т 
такое, что в каждом круге любого радиуса Ъ с центром в граничных 
точках этого множества находится такое замкнутое множество 
е, принадлежащее к дополнению Е, что

Т/> (И
где /Т>0 абсолютное постоянное.

Тогда любую функцию /(г), у которой средний модуль непре
рывности удовлетворяет условию 

(*>./) =0 (logo);
в пространстве НРП), р>1, можно приближать аналитическими 
на Т функциями.

1 еорема 5. При 1 р < 2 любую функцию в пространстве 
Тр(Е) можно приближать рациональны ми функциями. Здесь Е про
извольное ограниченное множество.

2 . Пусть Е замкнутое, ограниченное и нигде не плотное мно
жество.

Славикя вопрос о полноте множества аналитических на Е функ
ций в пространстве ЬР(Е), р >1. ,

При 1 р <2 ответ дает следующая теорема:
1 еорема 6. Множество аналитических на Е функций всюду 

плотно в пространстве ЬР(Е) при любом 1<р <2.
Построен пример нигде не плотного ограниченного замкнутого 

множества £0, для которого в любом ТР(Е), /? >2, нет полноты.



При р >2 вопрос решается следующей теоремой:
Теорема 7. Для того, чтобы множество аналитических на 

Ефункций было всюду плотным в пространстве Ьр (Е), р >2, не
обходимо и достаточно, чтобы для любого круга К:

_1

(К П СЕ) > 2՛ Р 6,

где о^>О радиус круга К.
Заметим, что эта теорема по формулировке близка к теореме-

А. Г. Витушкина (5) о приближении непрерывных функций аналитиче
скими на нигде не плотных замкнутых множествах в равномерной мет
рике, если эту теорему сформулировать в следующем эквивалентном
виде:

Теорема А. Г. Вигу ш кин а. Для того, чтобы на нигде не 
плотном замкнутом множестве Е любую непрерывную на этом 
множестве функцию было бы возможно равномерно аппроксимиро
вать аналитическими на этом множестве функциями, необходи
мо и достаточно, чтобы для произвольного круга К

иК(]цЕ)>о,
где о >0 радиус круга К.

В связи с теоремой 7 и теоремой А. Г. Витушкина приведем 
следующее утверждение.

Те о ре м а 8. Существует такое, нигде не плотное, ограничен
ное, замкнутое множество Е, на котором не все непрерывные 
функции можно равномерно приближать аналитическими на Е 
функциями, в то время как множество аналитических на Е функ
ций всюду плотно в любом пространстве LP(E), р >1.

В конце хочется отметить большое влияние работ С. Н. Мерге- 
ляна по вопросам приближения аналитическими функциями при вы
полнении настоящей работы. При доказательстве теоремы 7 также 
оказывается очень полезной теорема А. Г. Витушкина о приближе* 
н”и на нигде не плотных замкнутых множествах.

Мне приятно воспользоваться возможностью выразить благодар
ность академику АН Армянской ССР С. Н. Мергеляну за советы и 
постоянное внимание к данной работе.

•Московский государственный университет 
нм. М. В. Ломоносова
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/իտիկ և եդրոԼէք կան ( ինտեդրե լի ) ֆունկցիաներ ը

Նույնպիսի արդյունք I, ստարտում հարմոնիկ ֆոէ հկցիահերր հարմոնիկ ր ա դ մ ան դ էս մն եր ո ւյ

մп տարկե լո լ հարցո^ մ։ ք' ե րվո ւ մ են ռացիոնաք կ 
տանիքներ* Տրւքու մ կ անհրաժեշտ ե րա>[ա րա ր 
իք յան է/րաք որի դե պքոլմ ցանկա ցած ֆունկցիա

ա մ են ուր եք նոսր ֆ ա կ

հ ե ա-֊

րւսվոր Լ մոտարկել աքդ րադմ ութ յան */ր ա անալիէոՒԿ ֆունկ3[,աներи«

Л И Т Е Р А Т У Р А — Դ Ր Ա Կ Ա Ն Ո հ Թ Ց Ո Ի Ն

1 Дж. Л. Уолш, Интерполяция и аппроксимация рациональными функциями в 
комплексной области. Изд. лит. М., 1961. 2 А. //. Маркушеаич, Теория аналитических 
функций, М.—Л., 1950. 3. А. Л. Шагинян, Теория приближения в комплексной обла
сти. Ереван, 1960. 1 С. Н. Мергелян, Равномерное приближение функций комплесно- 
го переменного, У МН, 7:2 (48), 31 — 122. 5 А. Г. Витушкин, ДАН СССР, 128, № 1 
(1959), 17-20.


