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О пополнении одной неполной системы

(Представлено 20/У1 1962)

— В заметке автора (г) были намечены доказательства ряда пред
ложений о пополнении и характеристике замкнутой линейной обо-

I 1 I У
лочки неполных систем вида [ е~^к л՜ вЛ>(0,4֊оо .

Доказательство основной теоремы (теорема 2) заметки (։) опи
ралось на одну общую теорему автора (2), обобщающую известную 
теорему С. Бохнера об аналитической характеристике унитарных 
операторов в А2.

В настоящей заметке мы ставим себе целью дополнить резуль
тат теоремы 2 нашей заметки ('), при этом, пользуясь случаем, при
водим еще два прямых доказательства этой теоремы, которые не опи
раются на понятия функционального анализа*.

* В сущности эти доказательства были
СГ|ю, приведенное в заметке (’). Более того,

1теоремы Бохнера, сформулированной в Намеченное в первой заметке доказатель
ство теоремы 2 имело целью лини» проиллюстрировать применение установленной во 
,:горой .заметке обобщенной теоремы Бохнера.

Пусть {рл (Ре р/?^>0)—произвольная последовательность ком
плексных чисел означает кратность появления числа в груп
пе (Нг • Не

последовательности чисел {р*},*  поставим в соответствие пос
ледовательность функций ( е՜՜'11* хх՝'к х^-1 “А2(0,4֊оо)
и, наконец, через {у« (х))/' обозначим соответствующую ортогонализо-
ванную систему.

Функции системы (х)} * представим в интегральной форме**

է Д.1 I И/.’ Ժէ =
" /г!

найдены мною раньше, чем доказатель- 
онн легли в основу идеи обобщения

Библиографические примечания 
Н|>| в нашей заметке (3).

об ортогональной системе {р1(-г']1 приведе-
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1 шЗаметим, что последовательность комплексных чисел
(1т (г ;ц)=/?е н*>0)  лежит уже в верхней полуплоскости О(+)(1тг>0).

I 1# (х)|I 2 с!х
к) и

Повсюду в дальнейшем, полагая, что

Рец*
(2)

введем в

Ь=1

рассмотрение сходящееся произведение Бляшке

Т— 'к = Ц֊Н*  1— Р* (3)

и ядра

(5, х)=

1
2тп՜

Ни
-1Хи ди, (4)

Ни
~1хи ди , (5)-

I и
— 3

а

I и

принадлежащие £2 (—оо, + оо) при любом с ¥^0, £ С (—оо,4֊оо).
Применяя равенства Парсеваля для преобразований Фурье- 

из (1) и (5), легко получим, что

(6)
о

Справедлива следующая теорема.
Теорема а) Пусть функция [ (х) Л2 (0, + ос) произвольна, 

тогда справедливо представление

/ (х) дх
о

гОе % (л) $ £2

т*  (/) л +
«У 0՛

(7>

К(х)дх =
о О

(8>

с*= •• (9)
о

причем справедливо также равенство

(10)
о
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6) Обратно, если последовательность комплексных чисел
оо •

такова, что у |гл|24- ос и & (х) £ Ь2 (0,4- оо), то формула (7) 
о

определяет некоторую функцию ф (х) б А2 (0, 4֊ оо), причем соот
ношения ((9), (9) и (10) остаются в силе.

Докажем сначала утверждение б) теоремы, а затем наметим два 
доказательства утверждения а).

00

Если У !^|2<^+°о, то по теореме Рисса-Фишера формула 
1 

с С
” 00ГВ ш. —в л

1 /։ (Л) с1х = >, Ск 7*  О) сП, ; [0,+ ос) (11)
О /? •= 1 о

определяет некоторую функцию х) б Ь., (О, 4- оо), причем ряд в 
правой части сходится абсолютно. Очевидно при этом, что будем 
иметь 

00 •

с*=  /1(Л) 7И*)  <^х, (6= 1,2---), 
I / и

и *=1

Далее, если £ (х) £2 (0, 4- ос), то функция
00

6 (да) = -֊4 I я(х) с1х, «- £(7<+>, (13)
I 2՜ .)

О
голоморфна в полуплоскости б/( >, (1тге/^>0) и принадлежит классу 

' *,  при этом

|0 (//) 2 ди 04)

где в (и) суть граничные значения функции С(к’), которые почти для 
всех и (— ос, + со) определяются формулой

(1 (и) = —=7------ |  ______ Е о- (х) ах. (15)
У 2- йи ,) IX

О

Функция О (гс) В (се») также принадлежит классу М+), поэтому 
'б’дем иметь

; Мы пользуемся обозначениями нашей заметки (■*).
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ixu

причем

| «(zz)G(z/)֊ ---------- du=
— in

|/2 (x)i‘J dx —
О

»
I |G (zz)|2z/zz, (17)

ввиду того, что В (и)| = 1 почти всюду на всей оси (ос 
Наконец, так как по (15)

iux

К
 G (и) du = 

— in
(15')

то, пользуясь определением (4) ядра А (:,л՜) и равенством Парсеваля, 
получим

| А (;. *)  g (х) dx = । 
и

|Ж«) ___ — _ G (и) du = 
— i и

0

Итак, формула

определяет
о

функцию /о

= К (:, X) g (х) dx, ; |0, ОО)
V/ 
и

(х) L2 (0, + со), причем по (14) и (17)

(18

g (л)I2 (lx. (19)

Преобразование (18) обращается посредством формулы

(20)
и

так как из определения 
Парсеваля получим

О
(5) ядра К*  х) и ввиду (16) по равенству

и о

I А*  (;, х)/2 (х)б/х= 
о

tell _՜ J 1 (и) G (//) \du =
ш

9 
-z;ti

— iu
g(x)dx ,

о
если учтем также формулу (15').
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Из (11) и (18) вытекает, что формула (7) определяет функцию 

/ I X) - /2 (х) ф- /2 (х) ; ^2 (0, + 00)
и поэтому ввиду (12) и (19) для завершения доказательства утвержде
ния б) достаточно установить справедливость формул

(/г = 1,2---)

/1 (х> (1х =0.

(21)

(22)

Что касается формулы (22), то она непосредственно следует из свой
1ства (6), если иметь в виду, что по определению (И) ункции Л (л-)

п

0< х<^-р оо.

иI

По той же причине имеем

п 1

С/г (*^) (п(%)

и

и поэтому достаточно установить лишь второе из равенств (21).
Однако, в силу (1) и (6), по равенству Па рее вал я

причем при любом /г>1*.

И 1 I •
П —в (и) о (и) а II,
*„1 И֊1^

ч
Итак,

Перейдем теперь к доказательству утверждения а).
Доказательство первое. Пусть /(х) £2 (0, -фоо), тогда, опре

делив коэффициенты |ог)Г по формулам (9) и обозначив

п -> х
С к 7* (•*)> 0< X < со, (23)

£*==  1
п- 1

При п =1 символ Р| заменяется единицей. 
к^ 1
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из (6), имеем
ОО

с—О

о
Поэтому, положив

(24)
получим

Х*($,х)/ ։(х) ал- (25)

причем очевидно также, что

Сп (26)
о

Однако (х) есть линейная
Поэтому равенства

комбинация системы рункции
(26) эквивалентны следующим

(27)
о

Рассматривая функцию

• - 
о о

38

/Л'® (28)
О

из (27) получим 

откуда следует,, что функция

(29)

также принадлежит классу /А . Из (28) и (29) следует

— 1и
(1и,

9՛

и если обозначить
о

— /V//

— Ш

го, пользуясь равенством Парсеваля, получим

о о
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Но выше было уже показано, что преобразование (30) обращается 
формулой

р %I g (х) йх= I к*  (с ,х) /2 (х) йх
• ' и
о О

шли, в силу (25), формулой

ГГ^|(х)б/х = 1 К* (с,х) /( х)с!х, е - [0, оо). (31)

о о

Из <(24), (23) и (30) следует требуемое представление (7) теоре
мы, а из (26), (30) и (31) следуют формулы (8) и (9). Наконец, ра
венство (10) вытекает уже из самого представления (7), как это было 
уже установлено выше.

Доказательство второе. Если /(х) £ £2 (0, 4֊ оо), то, вводя в 
.рассмотрение функцию

ОО

Л I е>ха/(к) 4х £ (32)
V 2՜ .)

о
имеем

(32')

Применим к функции Л (до) результат теоремы 2 заметки(4), по
ложив ХЛ= I (/г =1,2, •••), тогда ввиду условия (2) имеем

(2')

Итак, согласно указанной теореме, почти для всех и '■ (—ос, -р эо) 
справедливо представление

а и

/2к с1и
(33)

где

1 ----- Л—1
ф„ м = г п ~ (« =1,2. (34)

является системой Мальмквиста для всей оси (— 00,4-00), ортонор

мальной с весом — йи*  
К

Подробнее об этой системе см. ззметку (*)-
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ак (Ь') = — 15 (() М (/г = 1,2, • • •), 
<

(35)

причем

— 1 /? (О Р (Г) сК, (36)

(37)
ОС

|а*  (А)|2 + 1 |£ (г')|2^.
17 
о

Кроме того, (^) /?2 (—/՝2 (^’) £ М+) и
ас 
г»

1 Рг(и) Р2(и) с1и =0.
«у

— ас

(38)

Парсеваля,

Заметим теперь, что ввиду (34) формулу (1) можно записать в 
виде г 

ОО -------------------
[ 7*  (0Л = 

17 
О

и поэтому, по равенству

— тг а։ (5) = I 5 (0 [ -- ] <Ц = I /(х) 7*(х)  йх = ск
3 I I я I 3

— □о о
(А =1,2, ••■, ). (39)

Далее, из (36) и (5) по равенству Парсеваля получим
ОС _____________________________

( £ (х) (/х = -2= I ( В (и).е^ | 5(и) йи =
и 1 2^ I 1и I
О —х

К*  (;, / (х) йху (40)՛

а из определения (33) функции (и) ввиду (4) следует

Ао (//) с1и —

К л') (х) Лх
II й Г Р1хи _ 1 )ПТ?"՜ ~ (х) с1х \а“ =
(]/ аи ,] IX I

о

(41)։

Определение этого класса приведено в заметке (*).

€
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Наконец, по (33), (!') и (35)

Заметив теперь, что по (32') и (33)

из (40) и (42) получим представление (7) теоремы. Наконец, если 
учесть, что по (32')

} |/(х)|2^х
о

то из (37) и (35) следует также равенство (10); формулы же (8) и: 
(9) уже установлены. Этим и завершается второе доказательство.
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