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МАТЕМАТИКА
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О пополнении неполной системы Мальмквиста на 
вещественной оси

(Представлено 18/У1 1962)

Для произвольной последовательности комплексных чисел (а*|* 
(|| < 1) Мальмквистом <(1՛2) была построена система рациональных 
функций

1с полюсами, лежащими в точках последовательности

‘ п

которая ортонормальна на единичной окружности в смысле

(2)

Как хорошо известно (2), условие
ОС

Л =0
(3)

необходимо и достаточно для полноты системы Мальмквиста 
в классе функций Н2 Рисса.

В случае же, когда

А=0
(4)

Уолшем (2) было получено эффективное пополнение неполной системы

Им было установлено, что при условии (4) для произвольной 
Функции /($)< Н2 справедлива формула
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(5)
‘г \ . оо • *

/(2) = V .<>:(/) <рДг) +
Л=0

В (г) /(() (К
2-1 ; В (О г“ - г ’

К1 = |
где

Щ/) = 4г ( (/г = 0, 1, 2,’--)
Л К I

и I = 1

(6)

(7)

—сходящееся произведение Бляшке.
В данной заметке приводится аналог 

функций, голоморфных в полуплоскости 
там классу Н\^ Рисса-Тамаркина.

формулы (5) Уолша для 
1тпг>0 и принадлежащих

1 . Пусть {ХЛ}~ (1т Х^ > 0). — произвольная последовательность 
комплексных чисел, тогда отображением г = (да — /) (те’ + /) 1 полу­

плоскости 0' (1тда>0) на круг I г | <’1 система (1), где
ч •

а.к = Л/г1֊֊---- 1-, перейдет в систему рациональных функций Мальм-
ЛЛ+1 + *

квиста

ФЛ (да’)
фИтХ/'7՜1 да՛ ֊ кк

с полюсами рч) лежащими в
ортонормальную на всей оси в

нижней полуплоскости 6( ’ 
смысле*

(1тда<Х)),

Обозначим далее

Вп (те) Л’ (г

п Л = 1

1 ’

п

Ф/л (^) — ^пт

условившись в случае
, 1т

включать в это обозначение также сходящееся произведение Бляшке

(те) а=в(те) = [] ——~-А (6')
. и

С и с ։ р м а Мальмквиста для полуплоскости О* ’ ' в частном случае, когда> 
Ке= 0, косвенным путем была получена в работе (3).
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Обозначим теперь через /7<;н (соответственно /Л•>) 
ГОЛОМОрфнЫХ В ПОЛУПЛОСКОСТИ 6( 1 (6' ‘) функций Р (да), 
рых интегралы

1 в полуплоскость Im z > 0.

множество

для кото-

ограничены при всех 0<^ с’<^со (—оо<г»<0).
Как известно (4), если Г (да») £ Н\, -> то

и (— ос, — ос) существует
почти для всех

lim Р (и
г/-* + 0
(v->-0)

+ #0) — F (и) ~ А о (ос 4“ эс ).

Наконец, при условии (4') будем говорить, что определенная 
для 1тдау=0 функция У7 (да) принадлежит классу /?2+) {ал[, если

а) при да£(/ + ) Л (да) - Н^ \
б) при да (3 С?( ) имеет место представление

У7 (да) =В (да)А(да), где Р (да) £ Л/2(+\

в) почти для всех и£ [— ос, + ос ’

Нт Р(и + Ри) = Нт Р (и + ги) = Р (и) 
V 4՜ 0 и—* — О

причем, очевидно, Р (и) Р2 (— ос, 4֊ ос).
Известно, что условие*

(3'>

необходимо и достаточно для полноты системы Мальмквиста (Ф^да)]^ 
либо, что то же самое, соответствующей системы простых дробей
| 1 Г , . <।  --------- —-} (где > 1—кратность появления числа дЛ. в группе
’(да —ХА)*Л

в классе функций
В случае же неполноты системы справедливы следующие тео­

ремы.

По этому поводу см. работы (3,5.6 ). Отметим'также, что это утверждение

Мальмквиста {<рЛ (z)

ОО
является простой перефразировкой критерия полноты V (1—|аА,|) = + оо системы

k »0
7 + 1 z \
т------—т ) в классе //, при переходе из круга
7+1 1 //4
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Теорема 1. Пусть система чисел
00
Vic. ,2< - эс, тогда при условии (4') ряд 

1

iCfclj’ произвольна, но

Ос

>^( -4-) /”*( —) ( * \ х>равномерно схооится внутри <л , а также внутри (/ —• Ил|1։

определяя функцию Л(й?) /?г,+) р^|.
Кроме того,

п

где К (и) А2( — ос,4֊ сю)—предельное значение функции Г (да) на 
вещественной оси (как сверху, так и снизу)

Теорема 2. Пусть Л (да) £//;+>, тогда при любом 1<//< + ос, 
а при условии (4') также при п=со, имеет место представление

Кроме того, при всех 1 < п < оо 

Л,Я(«К Лг+)(Х*), (да) £ М+> (10)1

00 Я
причем разложение (Л) Фл (да) (при (п — ос) равномерно «՛

1 1абс о лют но сходится к функции (да) внутри множества | 

(1 ЫГ 11 в среднем сходится к граничны м значениям^
1 ^2 ( пс» 4՜ °°)• Наконец, почти для всех и (— оо, 4՜ °°)|

d п гZ' (/z)= ak^F) К(0^4- 
k л Jо
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(8')

при этом функции Р1п(и) и Р2п(и) ортогональны

(И)

и поэтому справедливо равенство

(12)

Кратко наметим доказательство этой теоремы. Для произволь­
ных значений переменных гида справедливы тождества*

(13)

Так как любая функция Р (гс՛) - представима интегралом
Коши через свои граничные значения на вещественной оси, то имеем

п

г ։« п

Однако

1

О

где интеграл справа сходится абсолютно и равномерно на всей оси

Пользуясь этой формулой, будем иметь

вп (да)
2.л ’ <7 с до =

о

Аналогичными тождествами более общей природы часто пользуются в теории 
приближений рациональными функциями (см., напр., Р. Лагранж (7), Э. Ломмель(8) 
и Уолш(2)). Аналог этого тождества для системы {^ (*)} * был получен также в 

работе (9) решением одной экстремальной задачи.
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(15)

где g (г) ( L2 (0, -|- ос) и определяется из (9).
Из (15) следует, что Л, „(«'КМ+)- пРичем

ga СО г^- (16)

По теореме при любом 1 <//<оо Fl n (да) - /?(+) {>■*!, причем

(17)

Наконец, при < п 4- эс по (14)

(zz) Ф. (zz) du = О (/е = 1, 2. • • •,//)

откуда следует (11), вследствие чего из (16) и (17) вытекает равенство 
(12) теоремы. Таким образом, в случае, когда 1^// <4֊оо, теорема 
доказана. Что касается случая п = ос, когда согласно предположению 
выполняется условие (4 ), то соответствующие утверждения теоремы 
устанавливаются путем предельного перехода при /?—>оо. На этом, 
однако, останавливаться не будем.

Из теорем 1 и 2 следует
'Г е о р е м а 3. Класс (лЛ) совпадает с множеством функ­

ций, представимых в виде ряда

Л(к') = 2 с*ф*(да)> ®€G(+) + G(-’+ {ла)Г 
Л = 1 

ос
где система чисел произвольна и \ | <4,12 < 4՜ °с. 

1
Отметим, что описание класса функций, допускающих аппрок­

симацию в Л2(—оо, 4֊ ос) системой рациональных функций вида 
lip ■

------- 4m tn > 0), следует также из общих результатов։ содер- 
I * — Лл п 
жащихся в работе (10).

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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Մ. .Մ ՋՐԲԱՇՅԱՆ

Խւ՚ւսկահ uin.iuGgffi ijriu 11*սւ|ւք(|ւ||ւստի ոտ |։՝ի»| ււ|ա*ե։ք|ւ 
լր|ււ|ս.ւցւքահ ifuinjiG

սիստեմի լր իվացման

l/ntf պլեքս թ•[եր/՛ [ / к )

JJ ե ո ր /» մ 1>

k

ՕՕ , -Հ- ОО ) ա /1 անցք ft if ր ա օր {<! ոն որ if ա / 1Гաу '"/УЛ 1/ տ ի 
ա սլա tjո է յղը այն ղեպքոււէ է /< ր ր այ4 n^umLifp ծնող

0) հտԳոր ղական ութ յան ր բավարարում £44 ) ււլայւք սւնքւն:
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