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Голоморфная в круге |г| Հ 1 функция /(г) принадлежит классу
■С, если интеграл

о
равностепенно и абсолютно непрерывен относительно с при о—>1. 
г> работе (*) А. Л. Шагиняном был установлен следующий результат. 
I Если /(г) принадлежит классу функций С, а <«(/)— непре
рывная, невозрастающан функция, удовлетворяющая условиям 
1' С НО ,

\а произвольном 
почке круга | г | <

множестве Е на отрезке О 
1 имеет место оценка

гюбой

1/(շ) .4 ехр /■ (Լ)

ՀՀ

Ս

где А — определенная константа, а Е (Ь)—совокупность точек на 
Произвольной спрямляемой дуге А, соединяющей начало координат 
с окружностью \z\-l, причем Е (А) образуется проектированием 
точек множества Е на А дугами окружностей |г|=соп5Г Предпола
гается, что А пересекается с этими окружностями лишь один раз. 
■ Из этой оценки им же были получены некоторые новые тео- * •
ремы единственности для функций класса С.

Ц ЬЪ Տ 
ԳՐԱԴԱՐԱՆ № 

^ԱԳեՄԻ^

49



Следуя М. М. Джрбашяну, отнесем классу А (а) все функции 
А(г), голоморфные в |?| < 1 и удовлетворяющие условию

p2)aig+| f <С + 00

Для класса Л (а) М. М. Джрбашяном (2) было установлено еле֊
дующее интегральное представление

о о
/О— zoe в

(А)

Здесь с,. 0 — старший коэффициент ряда Дорана
1 
а

левой точке, = ехр • а (а + 1)1(1
<7 
о

/(г), пронумерованные в порядке неубывания их 
имеет следующий вид

ФУНКЦИИ /(?) В НУ- 

а — нули функции 

модулей, а (г, лД

(В)

(С

Бесконечное произведение (г, а.р) в пределе, когда а֊> —1, 
дает с бесконечным произведением Бляшке.

совпа-

В настоящей заметке, опираясь на интегральное представление 
(А), устанавливаются результаты, являющиеся естественными обоб
щениями указанных результатов А. Д. Шагиняна.

Автор пользуется случаем выразить искреннюю благодарность 
своему руководителю академику АН Армянской ССР М. М. Джрба
шяну за постановку задачи и ценные советы при ее выполнении.

1 . Следуя работе (’), обозначим через ։•>(/) произвольную поло
жительную непрерывную функцию, не возрастающую в промежутке! 
|0, 1), и для которой I

^dt

произвольная совокупность в промежутке [0, 1). Булем счи|
тать, что тах (/) = ю (0) = 1.

Спроектируем круговыми дугами точки совокупности Л, ле*
жащей на радиусе 0<х<Д, на дугу Л, которая соединяет центр 
круга с окружное 1 ью. Для простоты будем считать, что окружности 
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7| = const пересекают L в одной точке. После проектирования на L 
получим некоторую совокупность, которую обозначим через £*.

Лемма 1. Если (z, я,х) есть произведение, соответствую
щее некоторой функции / (z) Л (а), то имеет место следующее 
неравенство

— р'Т 1g՜1 1/(р<?'") I Р^Р^ — С
1 2֊

о о
где D и С определенные константы.

Для произвольного произведения "3(~, а.,) возможны случаи.
когда

1

и
Это следует из следующей теоремы.

Г е о р е м а 1. Пусть 0 <'а1 < а2 < • • • ап < • • •; для сходимости՝ 
интеграла

I

о
необходимо и достаточно, чтобы

Легко видеть, что если интеграл / расходится, он становится от
рицательной бесконечностью. Это означает, что если числа [ак\ вы
браны так, что

ОО 
’V՜! /1 \7 + -> (1 — < + °°,
к- 1 

однако

У(1 ֊1 «оо,
ь. 1— акк I к

то получим 
1

(1 — *) 1 | ~7 ։ л', а,к) \<1х — — эс

о
гДе ^в(х, аи) — сходящееся произведение.

Можно доказать, что для неравенства типа (1.2) порядок убы
вания функции <•>(/), характеризуемый условием (1.1), является 
точным.
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2'. Для функции / (г) Д (а) можно получить следующее нера
венство

Хехр
сП

о

где С\ и С, — определенные константы.
Если обозначим 12 (£) = ш (/) (1 — £)° то будем иметь

сП оо, (2.2)

и неравенство (2.1) примет следующий вид

2
12(0
: 1 - О’

Из неравенства 
Теорема

(2.2) получается следующая теорема единственности.

то
Условия (2.2) относительно 2(0, вообще говоря, ослабить нель-,

зя. В самом деле, пусть

ный логарифм, 
тогда

2(0 — (1 — 0’ — > где есть /г-крат-
1 с

еь = ехр (£’4.1) (^ = 2, где е. = е,

1

——— аг = ос.
о

Пусть

^2 
2 .

о

Эга функция принадлежит классу А (а) и при 0(0. удовлетворяющем 
условию (2.4), 1
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где интеграл берется по любой 
21 — 1 внутри угла

внутренней дуге, исходящей из точки

«в в 
Однако /(?)=£ 0.

Используя эти результаты, 
теоремы.

как ив (1), можно доказать следующие

Теорема 3. Если /(з)֊Д(а), то из

следует / (с) = О, если только Р([г|) при \г\ 1 стремится к
. Условие относительно Р (л՜), вообще говоря, ослабить нельзя
Теорема 4. Пусть Е есть 

множество в и /(г) 'Д(а)
некоторое двумерно измеримое 
тогда

4*

— 4

и если

1՝ е о р е м а 5. Если 
областей, причем в 
I (г) А (а) имеет место

1 за да н о

неравенство

счетное множество 
любой точке круга, при

в

Все предыдущие результаты при а—>—1 совпадают с результатами 
А. Л. Шагиняна для класса С.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР
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ш

о

ր и т ՀԶ ֊ ի է Р ~ 1 : Օգտվելով այս ֆունկ֊ 
ն ե ր կա յա д ոէ.ւք ի д 9 //»• Հ* Շահին յանի կ ո գ մի

II т ш

1 շ-Հ1 Հ>
I I (1 ՜՜ Р2) 1 ք (р6* 9) I ?Հ°^յ <Հ + 30

է/ • /и 0

> ո ւ. մ օգ ա ա Մ • Մ • Զր չւ ա շ յ ա ն /ր կ ո գ •! ի րյ ։ / ա / հհ ւ/ե ա հ տ ն ւս ն հ տ •! ա սւս֊
ր ո ւ р յունր։

Եթե Հ(շ)^,||ւՀ
Զ(Օ

Ժէ՛

-֊ ոե քք է կա մ այ ական /ւ ա ւրք п ւ. Р յ п ւ

: րադմությոմևը ստարյվում է Ը ֊ [,,/ որոշակի ձևով: Այս ան հա վաս ա րոթ յոմհ ի ց ս,ոաց 
վոլմ էս այդ ղասի ֆ ու.ն կքյի ան I. րի համար մ իակոլթ յան (մ ե որ և !/հ և ր : Ասւացված արղյունք 
սերըէ է ր ր Լ > ], հ ա մ րն կհ ո ւմ ե 1> (. ղասի համար Ա. Է. Շահինյսւնի ա ր ղ յ ուՀհ րն և ր ի հ £ ։/ւ
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