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Об интегральном представлении некоторых 
ортогональных систем

(Представлено 18/ VI 1962)

В настоящей заметке приводятся интегральные представления 
одной ортогональной системы, а также систем полиномов Ф. Пол- 
лачека, ортогональных с весом на всей оси (—ос, Н֊ос), и родст
венных им систем, ортогональных на полуоси (0, + ос).

1 . Пусть {<зл}(7 (I | < ) произвольная последовательность

комплексных чисел и Рь > 1 есть кратность появления чисел о* в 
группе чисел {о0, з1։ • • •, о*}.

Обозначим
/.о(О^ь

и последовательности чисел {<*л1сГ поставим в соответствие последо-

вательность функций заметив при этом что ВВИДУ’•»

условия 11п1 3*

Обозначим через (рл(О)о ортогонализацию на всей оси (— ос,

весом последовательности функций

Итак, по определению системы |р/( (/) ) ՝

* 1 (О*} ^“1

имеем

‘ рДОрЛО ...
—: ^пт

1, п = т
(3՛

1 (0 е Рь֊1

о
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причем функции (/) однозначно определяются с точностью до мпо-
/7 

жителей вида е п (1т гп = 0).
Установлена следующая
Теорема 1. Для любой 

ливы интегральные формулы
функции системы (Р„(О)' справед-

п — 1 
г-» // ֊֊

где
ОО

Ие е п ՝ 1е
'хц(1и, (5>

и 4- 1е п Л՜0
И

а также представление

Отметим, что система функций {7,;(х)ф,

(6)

где 7(л) определяется
из формулы

а К - произвольная последовательность комплексных
чисел, ортонормальна на полуоси (0, ֊4՜ ос)- В самом деле, по равен
ству Парсеваля из (7) имеем

ОО

п т ՝ (8>

где функции

Ф1 (г) = -

представляют собой систему рациональных функции Мальмквиста 
С’2), переведенную из круга |г| 1 на полуплоскость 1т г ^>0 дроб
но-линейным преобразованием и поэтому ортонормальную на всей 

оси (—ос, 4֊ ос) с весом -—дх. (Подробнее об этом см. нашу еле- 

дующую заметку). Впрочем, в этом легко убедиться также непосред
ственным подсчетом второго из интегралов (8).
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Если обозначить через > 1 кратность появления числа и, в՜- 
группе чисел то из (7) легко убедиться, что 7Л (х) есть-

| ֊^кх 5а-1|х 
линейная комбинация первых п функций системы । е х । • 

Таким образом, формулы (7) осуществляют эффективную ортогона- 
г —<лЛх 1 I00

лизацию системы функций е х , на полуоси (0, ' ос)*.

* Ортогональная система [7^ (х) |“в случае, когда 1т — 0 и $А=1(£>1) 
по существу впервые была эффективно построена А. О. Гельфонлом. В Самом деле, 

. I х / 1 -г а - \
для последовательности чисел I 7 /? ’ а — 1 ), удовлетворяю-

щих условию % <7 0С1 'З-п <7 ’ • • 1 иначе говоря, для которых кратность гь
появления числа в группе равна единице, в работе (*) изящным и
кратким способом было установлено, чю квазиполиномы

п
Р!,’> («) = V 2а,, + а + 1 У՝ ---------------- -------------- - (1( - 0, 1, 2, • ••),

к о (*к) *« + *4 + а -Г 1
(а) 

где
п П

R = П ~~ а*Ь = Г] (" 4՜ 4֊ 4֊ 1),
/г =0 к=и

составляют ортонормальную систему на отрезке (0, 1] с весом и*.
Очевидно, что формула (а) может быть записана также в виде контурного 

интеграла

с1\

п

— замкнутый охват ы ва ющнн
Простым предельным переходом в

окрестности точек я0. 
можно легко убедиться том.

что если Зо , г. е. если вообще Г к

в

то формула (а') определяет некоторый
I Аг

квазиполином от системы функции

причем свойство ортонормальное>и соответствующей системы
I “к гк~

не

шается. Отметим, чю системы функции вида впервые были рас-

смотрены в работах I4՝ 4 в связи с обобщениями известных полиномов С. Н. Ьерн- 
Щ теина

Отме тим также, ч то интегральные представления (а'1 системы I п ) /и 
А. О. Гельфонда и снятие ограничения г, = 1 ,>0| содержатся в более поздней֊
работе (6), где они приводятся впервые.

Следовательно, обозначив



( “ Tlr| I00
Систему функции ! с е » когда все числа !а*1о 

Jo

i | Im ад < —) различны, впервые рассмотрели Винер и Палей (9), 
\ /

которые одновременно дали критерий их полноты в А2( - ос, Ч- ос). 
Справедливо следующее обобщение теоремы Винера и Палей.

Теорем а 2. Т,ля полноты системы функций
Z п — 1^)  iz tPk 1 ™k'

- - €✓

I ch nt

в классе А ., ( — ос, - ос) или, что то же самое, для полноты соот- 
( рДО Гветствующеи ортонормальной системы ■—----- — условие
И сИ-/ )0

1
t (10)

необходимо и достаточно.
2 . Полагая, чтоО<^ф<^՜ и а> — 1 — фиксированные параметры 

и определяя систему полиномов \Р(п(/, ?) |д из рекуррентных урав
нений

(Л ?) ~ !(2« 4- а — 1) COS ср + 2 Sin Ср} Р„\ (t, ср) +
+ (« + а- 1)Р^2(г‘, ср) = 0

Ф. Полла чек (10- 11) дока-
ОСИ —СП t 4֊ ОО при

где положено Р(’} ((, ®) = 0, Р'Г' (/, ср) = 1, 
зал, что эта система ортогональна на всей 
наличии весовой функции

заключаем, что Тд (•*) есть линейная комбинация первых И функций системы

I -V «*-1“ .
। е х . , причем система и л («м ц будет ортонормальной на полуоси
’ I 1
(0, 4֊ ОС) в смысле

ОС II 
'!л(х)Тт(х) с1х = ь„,п.

и
1ю касается случая произвольных, вообще говоря, комплексных показателей 

- 1 (/е >1), то представление функций (л) в форме (7) было 

предложено в нашей заметке ( ). Наконец, заметим еще, что в недавней работе 
) методом А. О. I ельфонда была установлена ортонормальность системы функций
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причем
ОО
1՜ ®(”(Л <р)Р£’(Л <р)<^ =

<у
- ֊ОС

Г (/г ч- а + 1)

Г (п +
•к

Г)п,т (П,

(13)П
Установлена теорема.
Теорема 3. Для полиномов (Л ?), удовлетворяющих ус

ловиям ортогональности (13) и обладающих положительным 
старшим коэффициентом, справедливо интегральное представление

полиномы Лагерра.
Из представления (14) в качестве простого следствия вытекают 

как рекуррентные формулы (11), так и производящая функция си
стемы (^(Л ф) )о

֊<֊+« -т՜՜17 00
(1-2?’) ' (1-2<‘’) ' = <?). (16)

Л=0

полученная впервые Ф. Поллачеком.
Введем далее системы полиномов Ила)(^)!о и {^л'(^)1о посред

ством формул

(п = 0, 1, 2,- • •). (17)

Л1” (О = Мф. т. ֊)•

Для них устанавливается следующая
Теорема 4. а) Системы полиномов {Л« (О)о 11 [&'՛> (О!о °Р՜ 

тонормальны на полуоси (0, 4֊ оо) в смысле
00
к’(0 л{,։> (<) й =-2? ։,л О, /П = 0, 1, 2.-.Д,

.) Г(2«+1) (18)о 

где ՝



(18')

՝ " (П В՛,Г (О В',;,' (О сП = —(.2/։-Ц֊77) 3».« («• т = °’ 
՝ 1 (2// + 2)

где

(19')

б) Справедливы интегральные представления

и

в) Имеют место рекуррентные формулы

2п(2п- 1)л!,”(/) + [8/г24- 4и(։-2)-3։ + 5-4х| Д^П/)+

■(֊ (2л + а - 3) (2п 4֊ а — 2) Д’’2., (0 = 0, (п = 0, 1, 2, • • •), (22)

2«(2«+1)б'։)(7)+[8лг + 4я(а 1)-а+1 4х|й*,Т։(0 +

+ (2п + а —1)(2л-Ьа-2)В^2՝(О=0(/г = 0, 1, 2,---), (23) 

где следует положить

л(_%(0 = ^(о = о, I,
В заключение отметим, что из интегральных представлений для 

систем ?) |0 , (Л )0, \В՛,!'непосредственно следует
их полнога в соответствующих весовых' пространствах Л2.

Институт математики и механики
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