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О равномерном приближении целыми ункциями на
неограниченных континуумах и оценке скорости их роста

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 27/11 1962)

В настоящей заметке рассматривается вопрос об оценке роста 
аппроксимирующих целых функций в случае равномерного прибли
жения в угле, полосе или на системе лучей. Круг этих задач примы
кает к соответствующим вопросам работы М. В. Келдыша (’). Им, в 
частности, решались следующие задачи:

1) Если аппроксимируемая функция f (z) голоморфна в полосе 
■) шириной к или в угле раствора а, то приближение к ней осуществля- 
и ется соответственно в полосе шириной ~ — 6 или в угле раствора 
1 а — о и одновременно оценивается рост приближающих целых функ- 
X ций G (z) в зависимости от а и роста самой f(zj. Отметим, что в 

оценках роста G (z) ее близость к f(z), а также число о фигурируют 
не явно.

2) Аналогичная задача ставилась и решалась и в случае прибли
жения на действительной оси. В этом случае рост аппроксимирующей 
функции естественно связывать с дифференциальными свойствами 

ч приближаемой функции /(х). Было установлено, что если

|i(x) = max If'(01I /1 < -V
И

то существуют целые функции порядка не выше V-р 1, равномерно 
аппроксимирующие /(х) на всей действительной оси.

В приводимых ниже теоремах 1 и 2 рассматривается аналогич
ная первой задача с той разницей, что в них аппроксимация осу
ществляется в первоначальных замкнутых полосах или углах, пред
полагая непрерывную дифференцируемость / (г) на границе. Аналогом 
второй задачи является теорема 3, где, помимо того, что приближе- 



роста аппроксимирующих целых функций в зависимости от метри
ческих свойств того континуума, где рассматривается приближение, 
от характеристик роста приближаемой функции и ее производной и, 
кроме того, от самого порядка малости приближения.

Теорема 1. Пусть функция /(г) голоморфна в полосе 5: 
|йпг| < Л- « непрерывно дифференцируема на в (за исключением

точки z=o©). Обозначим

/И (г) = max I f (с) |, Г (г)|.

Тогда для любого з>0 существует целая функция (7 (г), удовлет- 
воряюща i неравенству

I (z) — G (z) I < е при

рост которой ограничивается неравенством

. f * /Ai МО . W)MO 1G (z) | <r exp с — (0 In -—- In — ~ --- I € £ В I

где t = 2 | z | 4- 1, с не зависит от е и t.
Теорема 2. Пусть функция f (z) голоморфна в угле

7 —
Да:| argz | < ֊~- и непрерывно дифференцируема на Да. Обозначим

Л1 (г) = max
*€дя

| z I < г

•х(х) = max
I arg z | - J-

I z I < r

при 
при

где

Для любого е >0 можно построить целую функцию (7(г)г 
удовлетворяющую неравенству *

7(г) — О (?) |

в замкнутом угле Да. 
ется неравенствами:

При этом скорость роста G (z) ограничивав

при
О И I <с«р I ее !„• 1 + |„ 1Л«)Л<(0

| ер г г £ з

где t = 2/г1+ 1;
при а

9

146



, 1Н-----тах
£ 1 < /<2|/1 + 1

М(о и(/)М0 1п МО

с не зависит от г и г.
Отметим одно

угле |аг£г'|

следствие из теоремы 2: если / (г) голоморфна в 
£

а функция [(г )(р = —-------  ) равномерно не-\ — 7. /1

прерывна в

а
2

то [(г) можно равномерно в |аг£г| а
9

приблизить целыми функциями порядка не больше р. С этим фак
том хорошо согласуется предположение Кобера (2) о том, что при 
дополнительном предположении равномерной ограниченности /(г) ее 
можно равномерно аппроксимировать целыми функциями порядка <р 
и конечного типа.

В приводимой ниже теореме содержится предельный случай 7 = 0 
теоремы 2 (см. случай п=1).

Теорема 3. Пусть Т2—система, состоящая из п луней, 
исходящих из тонки 2 = 0, а—минимальный угол между ними. 
Пусть I (г) имеет непрерывную производную на 2 и

I
I 2՜

(г) = тах | / (г) |, а (г) = тах 2 ? ' П?П П
|^Л11Н2)| при 7>1.

Тогда при любом £>0 существует целая функция в (г), удовлет- 
воряющая неравенству

\1(г) — О (г)| < г

на системе 2. Рост этой целой функции огранинивается нера
венством:

при п == 1
1

| в (г) | < с ехр | — Р р (/) 1п — р. (/) М (։) ' , 
£ £ I

где / = 2|2| + 1, с—абсолютная константа՝,
при п = 2

|О(г)| — 1п

тах ----------- ---------------
<21/1 + 1 —1а

при п > 2
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— тах 1п — Л4 (/) р, (/)
г1С/<2.2Г|4֊1 - - 1 2

Из этой теоремы следует указанный выше результат М. В. Келдыша 
в несколько более общей формулировке:

Если в случае и > 1
. МО1п —----• • 

------- 1 
__ е
11 ш —:—֊— = у 4֊ эо,

1п Г

то I (г) можно равномерно аппроксимировать целыми функциями

порядка не вольте > 4- --- , а если а

И (О 1пр(О Л/(/)

— целыми функциями того же порядка и конечного типа

при = 0,

I

п при V

Приводим также одну теорему типа, отмеченного в начале результа
тов М. В. Келдыша, а именно, когда {(и) аналитична в некоторой 
области, но приближение к ней осуществляется в более узкой об
ласти.

Теорема 4. Пусть функция {(г) аналитична в области [):
, , . ММ +֊/? ,1У <----- б------ , ֊ ос <х<4-оо,

причем /1>0, й(х)^>0, и имеет ограниченную вариацию на каж
дом ограниченном отрезке.

Для любого г > 0 существует целая функция (1 (г) такая,
что при выполняется неравенство

1/(г)֊С(г)|
Кроме того, справедлива оценка
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G(z)|< max J U (?) exp
»(?)

In M(|'|)(l +£(|CD) П
<»(?) l’

(0 + л , , , » (л) - >1гое с = ; ֊, г----- 2------, I. (г) —длина части кривой у = ——^——- >

лежащей в круге |г|=сг, М (г) = тах I} (г) |.
2(0
|г । < г

В заключение выражаю искреннюю благодарность моему руко
водителю академику АН Армянской ССР М. М. Джрбашяну за поста
новку задачи и за ценные советы.
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