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Вопрос об определении теплового поля в однородных стержне и 
цилиндре, движущихся по направлению их оси, был рассмотрен 
Карслоу и Егером (1). Ряд задач распределения температуры в 
пластинке, цилиндре и шаре с движущимися источниками тепла был 
решен в исследованиях (2՜7).

В настоящей заметке приводится решение задачи распростране­
ния тепла в неоднородном (составном) шаре, составленном из полой 
сферы (г0 </'</?) и находящегося внутри нее шара (0 < г < г0) с 
различными теплофизическими характери­
стиками (фиг. 1 I, вращающемся вокруг оси 
z с постоянной угловой скоростью, когда 
на поверхности происходит теплообмен с 
окружающей (неподвижной) средой. Пред­
полагаем, что температура окружающей 
среды, произвольным образом распределен­
ная по поверхности шара, не зависит от 
времени. В этом случае тепловое поле шара 
по отношению к внешней среде будет ква- 
зистационарным (3), и если обозначим через 

температуру внутри шара 0<г<^г0, а 
через температуру сферы г0<г</?, то
Ц и 1У2 будут удовлетворять следующему дифференциальному урав­
нению в неподвижной системе координат(38)
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э также условиям сопряжения на поверхности раздела г = rQ и гра­
ничному условию
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Здесь (Ъ — коэффициент температуропроводности материала /-ой об­
ласти (/=1, 2), X/—коэффициент теплопроводности, ю—скорость вра­
щения шара по отношению к окружающей среде, Л—коэффициент 
теплообмена сферы с окружающей средой, Г (ср, б) - температура окру­
жающей среды.

Относительно функции Г (ср, 0) предполагаем, что она удовле­
творяет условиям Дирихле.

Прежде чем переходить к решению задачи, преобразуем уран- 
нение (1), введя обозначения

С08б = ;; /7;(г,?,б) =

1

Подставляя (3) в (1), будем иметь 

(4)

Разложим и в ряд по присоединенным функциям Лежандра 
и показательным функциям:

(5)

где Р (^—присоединенные функции Лежандра (9), 
уравнению

[(1 ;2) Г) 4- /(/ I 1)
б/: 1 4' иг I -> 4֊ ;(/ + 1) 1 _ ;2

» •

причем

удовлетворяющие

1

О

1

Умножая уравнение (3) сГ.йу и интегрируя
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по <? от 0 до 2-, а по от —1 до +1, для Г<.о (г) получим следую­
щее дифференциальное уравнение

1 1(о А? 1 / 1 \“+ ТгНФ + Я ^(Ц = 0- (6)

Граничные условия для согласно (2), (3) и (5), будут

Л*1’ (0) = 0; Л<п (г0) = (г0); (г0) = \^У (гэ) +

Решая уравнение (6) и удовлетворяя условиям (7), после 
торых преобразований получим следующие выражения для

— /^|>г);

неко-
Ли)

1_ (У֊‘Х'Ч)

2

(9)

— функция Бесселя первого рода 7 +-9“ ՛ го порядка;

.1(0 = ‘ к а
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Группируя в (5) взаимно сопряженные члены и принимая во 
внимание (3), будем иметь 

1

фло (г) Р1 (с°5 2 ։/Д (г) 5й1 4

+ ф;** ('') СОБ Ль] Р4со5 0) / 1 / ’ (/=1,2). (И)

Выражения дтя /Д (г) и ФД(г), согласно (9) и (10), имеют вид

2л2М-_1)'՛ 
«г, (Л£> + £2՜ . V . (^.^г)!;1,1г 1 4 к ' • »

/4՜ 2՜
т (и =

(12)

Здесь введены следующие обозначения: ип (г) = Ьегп (г) и г'„(г) = 
= Ье1п (г) — функции Томсона первого рода п-го порядка, представ­
ляющие вещественную и мнимую части функции Бесселя от ком­
плексного аргумента: </п ((1 д- /) г) = ип (г) (г);

/77
/.« I, к I- 1г /, /г’

2՜ 2

т.
о и

2

}• К 

о о

з 81П О 
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= МО» л л (Л2) г0)-^(1)^ к О' /, к

-----  М‘> И 1՝/Ь /') — ЛЛС֊’) V Ь(1) г )• 
/. * 1 ՝ Л О/ /И/,Л . 1 ' к 'оЬ
' ՛ о’ 9

Для /г = О имеем
}иг. п 2՜ • 1
֊-^•-°- >.Л(2/+ 1)/?- г' + 2 ;

‘Л

(И)

ф}!> <г) =

где
?,= Р֊։/+ >г (/4- 1)](/ + ИР) R1' + (>.,-л2)у(/+ 1 -ИР) Р՜1՜՝^՝

(15)

Заметим, что при переходе к подвижной системе координат 
(г, гг &)» вращающейся вместе с шаром, в выражениях (11) 9 нужно 
заменить на 4- шЛ

В заключение разберем некоторые предельные случаи.
а) Если = л2 = к; — а2 (однородный шар), то = ՝?л, и.

принимая во внимание легко получаемые соотношения между функ- 
днями Томсона
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Ч„ (г) и_п (Г) ֊ ъ'п (г) ъ_п (г) - «(г) ил (г) + ъ'_п (г) г-„ (г) = 5' "г"■ - -

(16)
«„ (И у_„ (г) + г>„ (г) и_, (г) - и'_„ (г) (г) - г՝'_п (г) м„ (г) = О,

из (13) получим

и выражения (12) значительно упростятся:

— [Н. т. .) V . (<Н1,у, £ Л к к С к 1 1_ ' к 7 ] ’
/+ 2

(17)
ф0> (г) .-=ф<2> (г, =֊֊-—\(Н .п. „ — Н* .т .) и . (V г) + ь к ' ' /, к ' 1 Н֊ 4- Н 2 1' /• к /, к /, к /.к' . , 1 ' я '' * Г " Л / + 2՜

Ь (7/, „т, (V)!- (О < Г < Я)

б; Если /г = 0 и если при этом Нт Л Г©, 0) — 7'* (ср, 6), получаем 
Л->0

неоднородный шар с заданным на поверхности распределением плот- • •
ности теплового потока, перемещающимся (в направлении, обратном 
вращению шара) со скоростью ш.

В этом случае получим

7"* (<р, 0) рь (со$ 0) 51п Лер 51 п 0 с1^ й՛^ = гп,

(18)

Нт Ьт . = 
л֊>о Л'

7՜* (ср, Ь) Р1̂ (соз 0) со8 /гер 51п 0 ^0 ^ср — п\ к

Выведем условие разрешимости задачи Неймана для периоди­
ческого течения тепла. Применяя формулу Грина [10|, имеем

Д£А/г»,
(^)
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откуда, интегрируя по t от 0 до 
ратуры /у, и воспользовавшись

где ^—период 
уравнением

изменения темпе- 
теплопроводности

a U 
(ft = a\U, будем иметь

Применяя формулу (19) последовательно к
(19)

С\ и U2t получим

Г* ds dt = О, откуда, согласно (18), имеем я’0 = 0; и С\ и U2

определятся с точностью до произвольной постоянной.
в) При Л֊>ос получаем шар с заданным на поверхности распре­

делением температуры, перемещающимся со скоростью о>. В этом
случае

где

nj\ k 1 k ( Ч2) Г ’ ' К '

(20)

I 94*
Чтобы получить выражения для Ф'Ч (г) и Ф*.2), (^), нужно в (20) 

mi ь и tli ь поменять местами.У- К J, R
г) При = 0 получаем задачу распространения тепла в полой 

<фере с теплоизолированной внутренней поверхностью г — г0.
д1 Если со = 0, получаем стационарный режим. При этом, при- 

п
 ! iky2 I 

нимая во внимание, что lim«> 1а (| —------ ) otf՜;—гтс»ш->о к \ «// 2яГ(/г+1)
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имеем
1 1 

Л/п. . г /+2՜

Л1’ (г) = —’Л (У -|_ 1) к /,Р г

, 1 1
//1?1. , 9 2

(г) = /?՜ '՜՜11>՝]У+х=(/ +1)] г/ - (к1 - Хг)Ао'+։ г՜'՜4-

Институт математики и механики
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Ռ- Ս. Ս՜ՒՆԱՍՅԱՆ

*Ղտտւ|ւ։ք| niGliniifiniikn qGqniif ջ երւք ու punG siuriudiftuG if։nn|iG՝ 
егоuitijiusni| if իջավայրի հետ ջեւ*ւքւսւիււիւահւս1||ք ահ

inn l|Ui| ու piuiG (|ես| fin if

Հողվածում ղ ի տ ա ր /у վи ւ մ է հերմոլթյան տարածման Ւ,ն,ւՒրը ւղ in տվող ան^ամաււԼո

ղնղում^ երր այն կաղմված կ տարրեր նյութերից բաղկացած սն ա մե հ ո ֆ ,ո J ի Ц նրա
ղան վ ող հն թ ա ղրվ ում է, ան համա ս Ь ո. ղն ղի արտա ւԲՒ

վրա ւոեղի ունի Հ ե ր մ ա փ ո խ ան ա կ ո լ. թ յո ւն շրհա ււլատորյ մ ի հ ա վ ա յ ր ի հետ:

Խնղրի լուծումը ն ե ր կա յ ա ղվ ում կ շրջանային, Թոմսոնի և կեմանղրի ընդհանրացրած 
ֆոմվկցիա Ն I» բից կ ա 7 մ լ1 ա ծ շարր եր ո վ:

Հկտաղոտվում եհւ որոշ սահմանային ղեպրեր՝ երր ղունդը համասեռ Լէ երբ տրված է 
ղ^ղի արտաբին ա կ ե ր եո լյ թ ով անցնող ^Լրմայիհւ '•"սրի [ասության բաշխումը) այղ խտոլ֊ 
[1 յա հ մակերևույթի վրա տ Լ ղ ա լի ո խ վ ե յ ո լ մ ա մ ան ա կ և ա Ան I

հուրս կ րերվա^մ Նեյմանի խնղրի լուծելիության պայմանը ջերմության պարրե֊ 
բ ա կահւ ո սան բի համար:
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