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Пусть /(у)—заданное на полуоси [0, + оо) дифференциальное вы
ражение вида I (у) = — (руУ + ду, где р(х) и д (х)—вещественны, 
причем для любого &>0

ь ь

о и

Рассмотрим краевую задачу на полуоси [0, 4-'°о): 

/ (у) = >-у
У (0) = » (Х)р(х) у' (х)| 0,

(А)
(В)

где Я (>.) — мероморфиа, /՝՝> ('•) > 0 при />->(), »(Х) = »(л), Представим 
|) ( / )

՛> (л) и виде 0 (/.) — т.1---г ,где (/.) —целые- функции, не имею-о V4/
щие общих корней. Обозначим через г (х, /,)—решение задачи (А) —(В) 
нормированное условиями:

V (0, X) = Я։ (/.), р (х) V' (х, а) 1л. о = », (а).
В случае, когда оператор, порожденный операцией /(уц с мп- 

нимальной областью определения, имеет индекс дефекта (1.1), А. В. 
Штраусом (х) доказана следующая

Георема А. Для любой функции /(.с) А-'։1 имеют место 
формулы

1'Да) 1’(х, а) Л (а), (1)

(2)



л справедливо уравнение замкнутости
ОС ОС

1/ (х) 2 дх — | \ \ (X) Г*՜’ до (а), ՛ (3)
«/ V
О — ос л

где р (/.)—неубывающая функция, а интегралы в правых частях фор
мул (1) и (2) сходятся соответственно в смысле метрик про
странств С2 . и Ь2 ..г (0, ) р(— » . -г~)

Пользуясь этой теоремой и методом В. А. Марченко (“), мы до
кажем формулы (1)—(3) без указанного ограничения на индекс де
фекта.

§ 1. Спектральный функционал задачи (А) — (8). 1. Обозначим 
через Л՜ —множество всех финитных функций из ^о։вв)> а через /С— 
множество всех функций из /д’, равных нулю при х > а. Введем 
динейное множество 2, состоящее из всех функций вида

т
Ф (}.) = У а. 1/у. (>.) 1/$ (> ), (4)

где /։(х) и £, (х) — произвольные функции из К, а —произвольные 
комплексные числа. Следуя В. А. Марченко (2), линейный функцио
нал R, определенный над 2, назовем • спектральным функционалом 
краевой задачи (А) —(В), если

X

О

для любых /(х) И £ (х) из К.
2. Рассмотрим вспомогательную краевую задачу

Л(у) = — (Р,у'У + я, У = 1.у, (-4,)

У (0) = » (>.) р (Л-) у' (х) 1х, 0, (В)
I

где /\(х) и 7:(х) равны соответственно р (х) и д (х) при 0<х Ои 
1 и 0 при х > а.

Обозначим через г’3(х, /.( — решение этой задачи при условиях: 
гк((), /.) = (А), р (Х) V՛ (х, а) |г 0 = 02 (д),

а через V'(/.)— у.—преобразование Фурье функции /(х).
Очевидно для 0 < х < а

т'Их, /.) = У (х, а), 
поэтому для любого /(х) из /<3.

^М==1$(.л). (6)

Как известно ('), оператор, порожденный операцией /э(у), с ми
нимальной областью определения, имеет индекс дефекта (1.1), поэ
тому, по теореме А. В. Штрауса, для любых /(х) и # (х) из К имеем:
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отсюда ввиду (6) следует, что для любых /(х) и £(х| из А',

1'ДЛ) К,(л)т/р5(>.).
Л

<1

3. Л е м м а— Для любых /^х) и £.(х) из К. Оля которых
т
V, V/. (>֊) (к) = О

/=1
(«)

(91

справедливо равенство

а, /,(Х) gi(x)dx = 0.
о

Доказательство — Так как т<^х, то существует такое и, 
что /,(х), £(.(х) А, (7=1, Тогда согласно (7) имеем

ос ОС

\ /, (х) £,■' ■*) ^Х \'^ (Л) 1/?. ().)4/р5‘Л) ՛/= 1, 2,•••,«).
О —оо

Умножив эти равенства на а1 и просуммировав по / от 1 до т, мы 
получим формулу, откуда ввиду (8) следует (9՝.

Теорема 1. Спектральный функционал задачи (А)—(В) суше- 
с т в у е т.

Доказательство. По определению Z каждый его элемент 
Ф(/.) можно представить в виде

т

Заметим, что это представление нс единственное. Функционал R 
над 7 определим по формуле:

□е т р
(R, ф(Х) = V /, (Д') ,?,• (х) 4х. (И)

/ - ] Л

Из предыдущей леммы следует, что значение R на Ф (/•) не зависит 
от способа представления Ф (л) в виде (10).

Очевидно, /? —искомый функционал.
4. Функционал /?, определенный над 7., назовем позитивным, 

если из
Ф(х)>0 (Ф (/ )£/, — ос < х < -г 

еле дует, что
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(/?, Ф(л)) > 0.

Теорема 2. Спектральный функционал задачи (А) — (В)^ 
позитивен.

Доказательство. Из формулы (11) и (7) следует, что для 
любого Ф (л) из 7 существует такое а, что

где р. (/.) —неубывающая функция. Отсюда следует позитивность.
§ 2. Общий вид спектрального функционала В. Нахождение 

общего вида R основано на следующей теорме М. Г. Крейна ('), 
• обобщающей известную теорему М. Рисса (5).

Рассмотрим произвольное линейное множество О непрерывных 
вещественных функций /(х)(—. оо), в котором имеется 
хотя бы одна строго-положительная функция.

Назовем функцию/(х) • и мажорируемой, если в множестве б 
найдется такая функция £ (х) > О, что

!/(*)' Л 1Нт -12֊֊——֊ = 0..V' -+ « ( X )

I со рема В. Пусть R— аддитивный однородный и позитивный 
функционал, заданный на множестве и, тогда на всех мажорируемых 
функциях этого множества

□С

е.

(12)

где р(х)—некоторая неубывающая функция.
1. Возьмем в качестве множества и все вещественные функ

ции вида

I де Ф (л) —произвольная функция из 7,. вещественная на веществен
ной оси. I

< Очевидно, 6 линейное множество непрерывных вещественных 
функций. Покажем, что в этом множестве есть строго-положительная 
функция. Пусть {^*)0 — множество всех корней ИДа), лежащих на 
вс пще । венной оси, где /(х)—фиксированная, вещественная, финитная 
функция. О|ме1им, что — целая функция, поэтому множество 
всех ее корней счетно. I
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Пусть

У7(Х) обозначим через V (X, г), очевидно

г гъ
У(Х, г)= | V (х, к)с1х.

о

Пусть Г/։ —множество всех корней уравнения

И(Хъг)=0.

Множество всех предельных точек Т счетно. Действительно, если 
г0—предельная точка для Ть, то

V՜' (>֊*. /’о) = у(го֊ '֊*) °<

а множество всех корней уравнения

V (г, ХЛ) = О

счетное (в силу единственности решения задачи Коши для уравнения 
ос

(А)). Отсюда следует, что и 7'к счетно, поэтому и V 7^ счетно.
- 

___ ОС

Пусть теперь г У 7к, тогда V ('/*՝ г) =# О (/г = О, !,•••!. поэтому и
С’ = о

функция 1/2(Х)-}- I/֊ (X) не имеет корней на вещественной оси. Рас- 
смотрим функцию Ф (X) ֊ ^2 (X) + V2 (X)2. Очевидно. Ф (X) X и 
Ф(х)^>0 (—оо <х < 4֊ оо).

2. Позитивный спектральный функционал R— индуцирует на 

множестве и аддитивный, однородный и позитивный функционал R

(R, ф(х) = (R, Ф(а)) 
согласно (12)

ОС
(/?, Ф(л)) =- (R. Ф(х))= I Ф(л)б/р(х) (13)

V “ ОО
на всех Ф(а), которые имеют мажоранту в С/.

Пусть К0—множество всех гладких функций из А', удовлетворяю
щих условиям:/(0) =/'(0) = О, I К.

Если /(х) А°, то X1д(Х) = У/(Л(Х).
Отсюда легко заключить, что всякая функция /(х) из и вида 

/и)=|РДХ) ± У (X)]2,
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где ՛$ (л) и б I л՞)—вещественные функции из А, имев։ мажоранту вида

Я (л) = Щ(») (Ч

Теорема 3. Для любых /(х) и £(х) «з А’° имеем
ок

(R, К('֊) КЛ'))= I УЩ) У (>.)</?(Դ

ЭС

г де р (/֊) — н су бы вам щ а я ф у н к ция.
Доказательство. Пусть /(л) и £ (х)—вещественные функ

ции из А'. Очевидно

где каждое слагаемое имеет мажоранту, поэтому из аддитивности функ
ционала R и формулы (13) следует теорема.

3. Из теоремы 3 и формулы (5) следует равенство Парсеваля

у,('-) УЩ) Հ’(>֊). (14)

которое доказано пока только для любых /(л) и Я (л*) из А”. Но ввиду 
А"’— А֊о л) его распространение на произвольные функции из А;о те, 
производится стандартным методом.

Из равенства Парсеваля (14) обычным путем можно получить 
формулы обращения (1)֊(2).

Итак, формулы (1)—(3) доказаны без указанного ограничения 
на индекс дефекта.

В заключение выражаю глубокую благодарность В. А. Марченко, 
под руководством которого выполнена настоящая работа.

Ереванский государственный университет

Ռ. 11. ՕՃԱՆԱՆ

Վեր|<ււծու |» 1III (։ բւ։*տ 11 |ւ է>ր1|1*ու*ւլ 1|ար<||ւ Լ<|րայւ|ւ6 յււհրյրյւ ււ եւ|ւ սւ1|ւււՈ 
4)ւ»ս(ւ1[<յ|ււււ(ւԼրէ> 1յ|ւսսււււи ա6<յք ի ւ|րսւ

Աշ[սատու թյան մեհ դիտարկվում է հետևյալ եզրային խնդիրը [0, փ ՕՕ ) կիսա֊ 
էս ո ա ն քյքր У R ս>

— (ру՛ У + чу = м- (Л)

_У(О) = »(А)р(л)у'(х)|։. 0, (В)
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