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Следуя Денфорду, точку л0 назовем точкой непрерывного спектра
(несамосопряженного), если /0 не является собственным

м этого оператора и область 
А — Х0/г всюду плотна и незамкнута.

значений •Ն >.«/: оператора

Теорема 1. Пусть R,. — резольвента самосопряженного опе-
ратора Д (неограниченного) в гильбертовом пространстве И и 8— 
ограниченный линейный оператор (несамосопряженный). Точка л0 
непрерывного спектра оператора Д остается точкой непрерывного 
спектра возмущенного оператора 1 А 82, если Оля какой ни- 
будь последовательности вещественных чисел ъп, Игл -.п ֊ 0 имеет

место оценка

Наметим доказательство этой теоремы. Заметим сперва, что если /.(J 
является точкой непрерывного спектра оператора А и если уравнение 
Аи — \и ֊- f при некотором / Н разрешимо, то можно показать, что

ля этого надо предварительно установить оценку

— разложение единицы оператора Д. Допустим теперь, что д0 
:я собственным значением оператора Т - А -р 82 и пусть Аи

видеть.
а впей ню ч>

что ср = 8и удовлетворяет 
противоречит условию тео-

мы. Нетрудно также виде1ь,
— Կ11 > (u^Dt Da) плотно

что многообразие элементов 
в /7, поскольку

вида

о не может быть регулярной точкой one-

ԳՐՀԳՀ*'

О *л

п
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ратора Т. В самом деле, в противном случае существовала бы ре֊ 
зольвента В,.՝ оператора 7 =֊ А Д- 5՜ в точке л0. Но тогда можно дока­
зать, что оператор (£— ЗВ,оЗ) 1 существует и определен на всем Н. 
Для этого надо установить сперва, что оператор (Е—ЗВ^З) , (Хл = 

= Д /тл) существует и ограничен, а затем показать, что

lirn|| (Е — ЗВ, 5)‘1||с1Д֊7- 
п п

Из сказанного следует, что уравнение у — ЗВ/Дуь SB^J разрешимо 
при всех Н. Положим и — B՝/DSy Д֊ B\J, где v— решение этого 
уравнения. Легко показать, что и удовлетворяет уравнению Аи — 
— 7.{щ = f при всех f Н, а это противоречит условию теоремы.

Теорема 2. Пусть В — ограниченный самосопряженный one֊ 
ратор в гильбертовом пространстве И и пусть на многообразии 
Da^-H, плотном в Н, задан симметрический оператор Д. Для 
того, чтобы индексы дефекта оператора А А՜ В были равны (0, 0). 
необходимо и достаточно, чтобы существовала последователь­
ность ограниченных самосопряженных операторов Сп(п = \, 2,֊--), 
перестановочных с оператором Д (СпА <= АСп), удовлетворяющих 
следующим условиям

а) Jim (I Спи — и || = 0, и Н

б) ||ДСла||<Мл||«||, u^DA.

Заметим, что теорему достаточно доказать в случае, когда (к 
В самом деле, если, например, индексы дефекта оператора А А-В 
равны (0,0), то оператор А Д- В = А Д- В — самосопряженный и для не­
вещественных X существует оператор (Д Д- В — кЕ) \ Для любого /3 Н 
обозначим через £ /7 решение уравнения # В (А + В — кЕ)՜ 1 р=ф 
Очевидно, последнее уравнение всегда разрешимо, если мнимую
часть X брать настолько большой, чтобы (|Д (Д Д- В — \Е )'11|< 1. Пусть 
(А А-В— 'кЕ) и = ц^[)-—=[)^. Тогда (А—1Е) и = £ — Ви = £ —

В (А А՜ В — \Е) 1аг=/ и, следовательно, замыкание А оператора 
Л самосопряженно. Обратно, легко видеть, что если индексы дефекта 
оператора А равны (0,0), то индексы дефекта оператора Д Д- В также 
равны (0, 0). В случае же, когда В = 0, необходимость условий (а) и 
((>) юоремы следует из того, что в качестве Сп можно принять опе­
ратор Сп=^Еп — Е-„, где разложение единицы замыкания А опе­
ра юра Д. Для доказательства достаточности надо установить сперва, 
чго и для сопряженного оператора Д* справедливо условие (б) тео­
ремы. После этого можно доказать, что если и :: ОА* и У = А*и, то су­
ществует такая последовательность ^пбПА1 Ит||фл — н|| = 0, для ко-
торой fl «С

। ։ ш || с„'р„ — и ц = о, Л-» X lim । ДСлбл — и || = 0.

Поскольку СлфлД£)д в силу перестановочности операторов Сп с опе-
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ритором А, то отсюда заключаем, что оператор Л* содержится в за­
мыкании оператора А и, следовательно, совпадает с ним.

Заметим, что операторы С, 1 могут и не иметь отношения к раз- 
ложению единицы оператора А, как это видно, например, из при­
водимого ниже следствия 3 доказанной теоремы.

Условимся обозначать через А2(2, Д гильбертово пространство 
функций и (х), суммируемых с квадратом в области 2с/?я (ограни­
ченной или неограниченной) евклидова пространства Вп по мере с
со скалярным произведением

2

Следствие 1. Пусть Пс=Л2(2. з)— некоторое линейное много­
образие функций, плотное в А2(2, о). Пусть, далее, последователь­
ность вещественных измеримых функций <оя(х) обладает следующими 
свойствами. Функции <пл(х) являются мультипликаторами для И, т. е. 
если и - Э, то <•>„//Г для любой и(х аА2(2, о) имеем шп(х)и(х)С 

а) и
Нт || и (х) — <•>„ (л) и х) || = 0, и (х) А2(2, о).

Если измеримая вещественная функция 'и (х) такова, что из и (х) - 
следует и (х) к (х) А2(2, о) и

чнр А (х) (х) | <С Мп ос,

то, какова, бы ни была֊ комплексная константа р, 1т £ О и ограни­
ченный самосопряженный в А2(2, о) оператор В, система функций
вида

|А (х) 4- 3} и (х) 4 Ви, 11 (3 А),
плотна

В 
мулой

в А., (2, □).
самом деле, определим на О симметрический оператор Л рор-1п
Аи =- А (х) и (х), и О; введем также в рассмотрение ограни­

ченные самосопряженные операторы Сп по формулам Спи (х) 
= <ол (х) и (х), //(х) /_2(2, о). Тогда наше утверждение является оче­
видным следствием теоремы 2.

Укажем еще одно следствие теоремы 2. Для этого обозначим 
через £2 пространство А2'2, а) в том частном случае, когда 2 совпа­
дает с //֊мерным евклидовым пространством Вп, а □ —с обычной ле­
беговой мерой в

Следуя И. М. Гельфанду, обозначим через 2 линейное много­
образие функций ф(х) ~ ф (хп $2,-• •. 5„), которые допускают аналити- 
веское продолжение на все //-мерное комплексное пространство Сл и
удо влетворя ют н е ра ве нства м



Следствие 2. Если вещественная измеримая функция И (5) (при
вещественных х) допускает оценку

то. какова бы ни была комплексная константа 3, 1т р =£ О и ограничен­
ный самосопряженный в £,2 оператор Л?, многообразие функций вида

(Л (5) + 0)Ф (х) -г В’Ь,

плотно в Л... иначе говоря, самосопряженный оператор умножения 
на функцию //(х) является замыканием своего сужения на X.

В самом деле, как известно (1), 7 плотно в Л2 и состоит из 
преобразовании Фурье всех • финитных неограниченно дифференци­
руемых функций. Рассмотрим функцию

2

№
п при

п

п р и
где

Легко видеть, что /(х, 
ция, оператор

неограниченно дифференцируемая функ-

ограничен в Л2(/?л) с нормой, не превосходя щей единицы, и для всех 
и б ^2(R и) /

11 4)

Пусть

дх.

Тогда <•>*($)' ; и преобразование Фурье для финитной бесконечно
—* —

дифференцируемой Функции //(х) совпадает с <•>*($) и (х), где и (х) б 7. 
преобразование Фурье функции и (л). Кроме того, <оЛ (х) вещественна 

в силу четности функции /(х; /?). Пользуясь еще равенством* Парсе- 
валя, легко видеть, что о) ։ (х) (п. = 1, 2,...) и //(х) удовлетворяют

п

всем условиям следствия 1 теоремы 2.
Отметим еще одно следствие указанной теоремы. Пусть на мно­

гообразии всех неограниченно дифференцируемых и фи­
нитных функций в я-мерном пространстве определен опера юр 
А^и формулой
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фй =------ - I <|» («)«
2՜ <Л

(2тг) Яп

где

(3)

и (5) —
1 £ *(М1 +-----

------ дх,

(2к)' вп

а вещественная измеримая функция б($) допускает оценку (2).
Следствие 3. Пусть В — ограниченный самосопряженный опера­

тор, действующий в £2(/?Д а оператор Лф определен на многообра­
зии 2 по формуле (3). Тогда индексы дефекта оператора Л* 4֊ В 
равны (0, 0). В частности, если дифференциальный оператор А и на 2 
определен формулой

(4)

где все коэффициенты ,.,я — вещественные константы, то оператор 
Л Ч В имеет единственное самосопряженное расширение.

Чтобы сформулировать следующую теорему, обозначим ради 
краткости вновь через Л* замыкание оператора, определенного на 
многообразии 12 формулой (3), и заметим, что, согласно следствию 3 
теоремы 2, этот оператор самосопряженный.

Г е о р е м а 3. Пусть непрерывная комплекснозначная функция 
7(х), заданная на всем R,,, стремится к нулю на бесконечности, 
а вещественная измеримая функция б ($) стремится к бесконеч­
ности на бесконечности (т. е. при | $ | = р 5֊ -ф ••• + и допу­
скает оценку (2). Тогда все точки непрерывного спектра оператора Л. 
принадлежат спектру оператора 7 и = А^и + ц2и, причем точками 
спектра оператора 7՝, лежащими вне спектра оператора Аф, мо­
гут быть лишь собственные значения, не имеющие предельных 
точек вне спектра оператора Л*.

Пусть /?д—резольвента оператора Лф. Согласно теореме 1, при­
веденной в работе автора достаточно доказать, что оператор 

состоящий в том, что функция /г ч £2 сначала умножается на </, 
затем к результату применяется оператор R, и, наконец, получен­
ная функция снова умножается на 7, — вполне непрерывен при всех 
невещественных X. Предположим сперва, что 7 (х) — финитная и не­
ограниченно дифференцируемая функция. В силу унитарной эквива­
лентности оператора Л-, оператору умножения на б ($) и в силу того, 
что для любой функции и (х) - £2 имеем <у(х)//(х) £2, причем пре­

образование Фурье ци (я) произведения <7 (х) и (х) равно
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ди (я) = с1х ֊— и:т.
-֊֊ /?-*«

где д и и являются преобразованиями Фурье соответственно функ­
циям 7 (л) и /4 (л), оператору qR.ii в пространстве преобразований 
Фурье соответствует оператор

Этот оператор вполне непрерывен в 
скольку |Ф (£)'—> ос при | > ос и

силу суммируемости 7(5), гю-

Таким образом, и оператор qR,.u вполне непрерывен. Ясно, что 
д (х) можно теперь считать произвольной непрерывной финитной функ­
цией, поскольку любая такая функция равномерно аппроксимируется 
финитными неограниченно дифференцируемыми функциями. Легко 
также видеть, что если </(х) любая непрерывная па вещественной 
оси функция, а — характеристическая функция шара радиуса R 
с центром в начале координат, то оператор вполне непреры­
вен, ибо/^7/?, = /^/?,, где </1 финитна и 71 = 7 внутри шара ра­
диуса R. Наконец, легко видеть, что, если 7(л)—>0 на бесконечности, 
то оператор равномерно аппроксимируется операторами вида 
7.^^>- Таким образом, оператор qR,, а следовательно, и оператор 
qR■>.q, вполне непрерывен, что и доказывает теорему.

Следствие. Пусть дифференциальный оператор Ан определен 
формулой (4) на многообразии ‘2 неограниченно дифференцируемых 
и финитных функций. Обозначим через А замыкание этого оператора. 
!огда, если непрерывная комплекснозначная функция 7(х) стремится 
к нулю на бесконечности, то все точки непрерывного спектра опера­



тора А принадлежат спектру оператора Ти = Аи + ди. причем точ­
ками спектра оператора Т, лежащими вне спектра оператора Д, мо- 
гуть быть лишь собственные значения, не имеющие предельных точек 
вне спектра оператора А.
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