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Об одном интегральном преобразовании

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М. Джрбашяном 26/ХП 1951

В работах М. М. Джрбашяна была предложена общая кон
струкция построения теории интегральных преобразований типа Ват
сона—Планшереля на лучах в комплексной области. В настоящей ра
боте при помощи указанной общей конструкции строится интеграль
ное преобразование в комплексной области, ядром которого служит 
функция вида

где параметры <), рп р2, р3 — положительные, 
ные. Функция У7(г)—целая порядка

а Այ. И Աշ—производи-

(3)

При частных значениях параметров функция Л (г) совпадает с хорошо 
известными функциями: типа Миттаг—Лефлера, Линделефа и других.

Для построения интегрального преобразования в А2(0, оо), ядром 
которого являются значения функции Л (г) на определенных лучах 
комплексной плоскости г, необходимо установить вид преобразования 
Меллина для / (ге,у) (а0 <:а . С этой целью введем в рассмотре
ние следующую функцию

Р1
Р1

ф (տ; а) = (4)I

Տ1Ո пр (Տ + р. ֊ 1)
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мероморфную в плоскости комплексного переменного s (5 = /'4-/7).
разрезанной вдоль луча 1 — 114֊ min (И, ;i2 р2), 4- ос՝)

На входящие в эту функцию параметры с самого начала нало
жим следующие ограничения:

а)

б)

(5)

(6)

в) для данного

Лемма 1. Пусть параметр удовлетворяет условию

(«)

Действительно, в силу (8) функция Ф($;а) не имеет ни полюсов, ни

логарифмических особенностей па линии Res = поэтому достаточ-

но лишь убедиться в том, что при | оо функция Ф /7: а\ 
\ /

остается ограниченной. С этой целью воспользуемся формулой

у - у-1'1
I Г (г + ։7) | = О(|/| 'е ' ), |/|->ос (10;

и заметим, что при /-»фос

Ввиду (10) и (11) имеем при /—>-|-оо

J W

(11)

— ар/

= О (е

откуда в силу-

li ри | 11 —> -f . 00.
Лемма 2

(/) следует ограниченность

При выполнении условия

функции Ф
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имеет место равенство-.

о 1

- 1. 1. П1. (О <с X оо) (13)

1 о

Доказательство. В силу условия (12) функция

Ф (1 — 5; а) =
-ре

81П “р (а — 5)

гр(г-аИрь-5)- Р-1----------(|А֊5) 10£[«>-р(р.֊$)1
Р»

регулярна в полуплоскости Ке 5 > , кроме точек

+ р (/г = 0, 1, 2,-• •),
I

чтогде опа имеет простые полюсы. Заметим

(/е = О, 1, 2,-..). (14)

(и — 0, 1, 2,---), а означает контур

области Г)Г1, являющийся пересечением круга с полуплоско-
о 1стыо Ке$> -о . ФункцияV *

голоморфна в области /Л, кроме точек

где она имеет простые полюсы с 
х < (0, + оо )

5 = —4-и (к —0, !,•••, л),К о * 
вычетами (14). Поэтому для

1
п



Пусть ± R',—точки пересечения окружности | $ =/? п с прямой

Не 5 = так Ит/?/; = оо. Напишем

формулу (15) в развернутом виде:

то

п

у, . .. 1 Ф(1 — 5; а) с , ,п .
(х)   о . I “ X' ^3, X (0, + °О ).к I | о

> 51 =
Ре $ > -1-

2
Оценим теперь Уп (х). Воспользуемся оценкой

(16)

(Г)

|Г(« + /?^)1 = о (R (18)

■справедливой при любом а (--оо , + оо ), когда R ֊> оо 
($ > 0) (при этом порядок правой части равномерен 
всех значений —о), и неравенством (\|

и тс — о
относительно

/р(9. лЦк а)

2/2 ехр (рЯ„ [ (тс — я) 51 п со — тс | 81 п ? | | , если
(19)

ехр (р/?„ (~ — а) $1п , если (<р ( <

Предположим, что р2 отлично от оо, в противном случае, 

₽2 = °°, то положим |х2 = — , тогда из (18) следует, что при 5 =

если

и 71 > /70

֊ 5)
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Заметим также, что при 5 = К.пе‘+, п > п0

ц։ — (.и- 5) —
Р1

р (*А-

(-1)

Обозначая через с։ (/ = 1, 2, •••) —постоянные, не зависящие от п.

.имеем что 4 П > Лопри 8 = Нпе‘К

,-а пои
С 2

Но ввиду (7) из этих оценок следует, что при 5 = Кпе'^

Далее, при | <з |
I •

П > Пу получим4

(22')

Неравенства (22), (22') дают возможность оценить интеграл (17) и 
показать, что

Игл Уп (х) = 0 х (0, 4- ос) (23)
//-*00

В тождестве (16), переходя к пределу при п—>-с, ввиду (23) 
будем иметь



֊. + '7?л

ф (!-/;«) xS.lds =
П-* X

-тг ~ iRn

" dt, (24-
о

Равенство (24) сохраняется и в том случае, если в его» левой части 
числа /?* заменить любыми числами ан, удовлетворяющими. условию»

9 n < • • •> Hm an n֊> 00

Па этом доказательство формулы (13) заканчивается. 
В дальнейшем будем обозначать

ф(+) (S) = Ф s;_ (s) = Ф ( s; 2?Z
I

и введем следующие функции

(s) = е
р

Р1
(р. л) logp р(р. ֊5)1 ?3

Функции b)(s)

0
'/2 ~ ~7~

(5) на всей плоскости комплексного
ременного 5 связаны соотношением

-I 5֊ Оц)

Ф'+’(Х) Н

Лем м а 2. При условии

имеет место

sup

Действительно, при выполнении условия (27) функции Н (s)

имеют особенностей на линии Res =-5-, а при ՝ имеем.

тс

) -0(1).

По теореме Меллина (’) существуют пределы в среднем

-1.1. in.

' Д-> 00
s cis —

— ia

(25)֊

пе-

(26)

(27)

(28)՛

не:

I

и

<9- (1֊и)

I
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Далее, обозначая
.V , . ~ 1

к1 >(л-)= I Г (е ) С՜՝ <Н,

О

мы можем сформулировать следующую теорему, доказательство ко
торой мы не приводим, так как оно не отличается от доказательств 
соответствующих теорем работ (։՜3).

Теорема. Пусть

Р1 Р2Р3

О' 1 - , 1 1 / I \ 1 1
2) -п-О = Н + -о- + — !х2 — V < о- г — пип (1; н2р2),

где параметры 0 и р-2 >0, причем при р2 = ос примем р2 =

Тогда
а) для любой функции £ (у) Л2 (0, ос) формула

определяет почти всюду функции /' ’ (х), принадлежащие классу 
Ь2 (0, 4֊ оо); двойственная формула

также имеет место почти всюду на (0, ос );

б) обратно, для любой функции /(х) -А2(0, оо ) формула

определяет почти всюду 
Двойственная формула

на (0, оо) функции (у) /_2(0, ос)



_ 1
I ֊’*? *

£ Чу) с/у

также имеет место почти всюду на (0, оо ).
Рассмотрим теперь некоторые специальные случаи полученного

результата.
а) Положим «12 = р2=1, о3 = ос, тогда

(Л + 0)
и при условии

функция

является ядром интегрального преобразования. Отметим связь этой 
функции с функцией типа Линделефа

п 1 п 
предложенной М. М. Джрбашяном. Если

ю очевидно, что при <) = 1

б) Полагая Р։ = оо, р2 = = 1, имеем

и при условии

функция

является ядром интегрального преобразования.
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®) Pl — 00 ’ Рз — ‘

4՜ < и = ^2 <y՜ + 4՜mln (1; 0; Игр)

w при условии

-функция

о

также является ядром интегрального преобразования. Очевидно, что 
при — 0 имеем р-2 = р. и при условии

•я дром преобразования будет служить функция типа Мнттаг—Лефлера.
Отметим, что этот случай, с вытекающими оттуда важными 

-следствиями о параметрическом представлении целых функций, впер
вые был исследован в работе (’).

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

и. и. гицпрзиъ

U‘|> jlGsb(fl*tU| iTiuufifi

.Ullfptiq^ tl I II jjl Ш p ttli p*h b p p If If if ,l( (L p U ■> !U p jj n I fJ jui'h
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$1, |Л2 > О, рЪу прпц/ р2 — 00 А И/ £ п в / ч1,Ппв՝Р

. •*

Н{ } (5) = е *

р
Р-1 - (Р.-5)

Р1
1О£р р(р.-5)]

Ь г]/> \Ьлп1л(Ш[ и/*!/ г[ п с Лр. дш*1л![шдшЛ / (X) £ Л о ( О 9 ОС ) л < 7/ /ду л/ у /г > ил •/ ш р

•/ [1 Ш Ъ Ь р •

рил*1л ил Л А п г/ Sшt(tupյш ИЛ ЛЬ 7/ пер Ьр (О, -р ОО ) • '/ р ш прп^^пеЛ ЬЪ Ц ( у) Л ,(0, 00 )фл г.Ъ^—

р ил*1л ил Л Д'

’ (у)//у +

Ш Г/у I» 7/ ш Л д р 1ЛЛ I А I/ ил —

11^21^л ш ш ил*1л р р 1(ш т ш р Ь 1^ и Ь*!՛ р 1Г • /А»

//» п{пи с /(! յ п е*1/Ъ Ь р иП1 р /п11П Ь

Ь
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