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Об одной задаче на собственные значения

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 10/Х 1961).

Ниже приводятся некоторые биортогональные системы, полу­
чаемые по схеме работы (*) и связанные с определенными задачами 
на собственные значения для дифференциальных уравнений с запаз- 
дывающим аргументом. В случае постоянного запаздывания изучаются 
биортогональные разложения по указанным системам.

1°. Рассмотрим на отрезке [0, /] ( / < 4֊ оо) следующую задачу на 
собственные значения

где Д(х)>0. Д (/)</, Д'(х)===:0<1 (0<х</),

а комплекснозначная функция д(х]-Ь1(0,1) удовлетворяет условию

д (х) = 0 при х — Д(х)<^0. (4)»
Обозначив

х — Д (х) = ъ (х), ©֊1(х) = Ф(х) ՝/ I \ / ’ I X/ I ՝ /

* / ч (0 при о 11 < х< /
I д (ф (х)) ф' (х) при 0 х<л/)

получим, что задача (1) + (2) эквивалентна следующему интеграль­
ному уравнению Вольтерра 2-го рода

X <?(Х)
ՀԳ /Դ

у (х) = 1 + X Լу (О Ժէ 4- к 1 д* (է)у (է) ժէ.
V с)

О о

(6)

Решение у (х, к) задачи (1)4-(2), таким образом, является целой 
функцией от X, а собственные значения задачи (Д)’суть а—точки це­
лой функции

։оМ = У(АХ). (7)

Введем в рассмотрение также задачу



! *

(Л*)

г (х) = а •

/
»

г (О сП + </*(*)

I

(9)

Обозначим 
очевидно, целой

о
через г(х, а) решение уравнения (8),. являющееся 
функцией ио а. Для произвольных Аир имеем

I I -V

р у (А> М2 (А՜’ Iх) | 2 (А> ։х) (^> '՝) +

О 0 0

о о
/

+ И I 7 (^, (1)Л= 1 + р.

о

/ I
1 2 (С р) сП - у (/, а) + к у (/, Л) г((, ?)՝сП (10)

о о

откуда следует, что 
I

со (а) = 1 ֊4֊ X 1 г (/, а) (11}
• ) о

и

1 у (х, А) г (X, р) (1х = с>> (А? . (1'2
/ ч ■■ |А

О

Из (И) следует, что собственные значения задач (Л) и (Л*); 
совпадают.

Соотношение ;12) позволяет построить по схеме работы I1) из* 
функций у(х, а) и д(х, а) биортогональную на отрезке (0,/) систе­
му,—назовем ее системой собственных функций задач (Л) и (Л*) и 
обозначим через
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(У* (х). г4(*)[*
.0 < х < /) (13)

Отметим следующее основное свойство системы (13):
если замкнутый контур Гп охватывает первые п нулей функции 

«().) —а (нули эти пронумерованы в порядке неубывания модуля и 
учтена их кратность), то

(0 < х, ։ < /). (14)

Формула (14) позволяет при исследовании биортогональных разло­
жений по системе (13) пользоваться асимптотическими свойствами 
функций у (х, X), г (х, X) и ю(Х).

2°. Остановимся на частном случае, когда а = 0, Л (х) =. т 
(О < т < / = (п 4՜ 1)т, п > 1— целое).

В этом случае 
п

У (X, X) =?' + V <;* (ху,ке''(15) 
՝ а=։

где

г (х, X) — е + 2 к (<1 + хг;(х))к*-1?('-ж-‘т), 

к =0

Щ-Х)
(16)

(17)

1—т

••• У (18)

/—Ат /-(А-1)т
'•;(*)= [ 9* (*։)••• ( д* (19)

Л '* 4-1

Действительно, согласно (4) и (5) при тл х (т 4֊ 1) т (т = 
= 0, л)

<7 (х) = 0 (к = т 4՜ 1, • • •. л
(20)

(х) = (х) = 0 (к = п —т, п — т 4՜ 1, • • ՝, 1)

Учитывая эти соотношения, легко можно проверить, что функции, 
определяемые формулами (15) и (16), удовлетворяют уравнениям (6) 
ч 8) соответственно.
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Из формул (7) и (15) имеем

\ । ч;1 Л / /\ \ к Х(/ —Лт) , г» 1 \о, (к) =е + >, (/) к е , ^21)
к = 1

ИЛИ

Пп
(О (к) = е'1 П(^ л — вк )> (22)

Л=1 

где п0 > 1 таково, что

-/„(/)* о. ?„,+*(*)=о (й>1)
ях, а2> • • •, ап — нули многочлена 

пл
Р(г) = 1 + 2 <?,(/) ?.

Л-1

Следовательно, собственные значения задачи (Д) при я = 0 и
Д(х)=т>0 суть нули целых функций

"\('֊) = /֊е ~аь (/г= 1, 2,-• «о). (23)

Поскольку а1а2՝--ап =1 (т. е. ак =# 0, /г>1), то, повторяя с 
незначительными изменениями выкладки работы (1), получим:

1) функция «>А(к) (Хг = 1, 2,---,//0) имеет бесконечное множество 
нулей, которые при соответствующей нумерации имеют вид:

причем все достаточно большие по модулю нули простые;
2) если через Гг обозначить кривую в /—плоскости, определяе­

мую уравнением
Ьх : 1кг-'*՝| = х (х>0), (25)

то при х1 пип ( | ак |) , х2^> шах {| ак |) вне полосы /Э(хр х2), огра- 
к к

ниченной кривыми ЬХ1 и ЬХг

I (М - аь\ > Ъ > 0 (/г = 1, 2,-• - п0); (26)

Последнее утверждение можно уточнить (см., например, (2)):
3) опишем вокруг каждого нуля «^(к) окружность произволь­

ного радиуса е > 0. Тогда су шествует такое 6 = 6(г)>0, что вне ука­
занных кружков справедлива оценка (26).

3°.
Лемма 1. Ядро у(х, к) (г(х,к)) замкнуто в (0, /), т. е. если

' / I ՝
(■> / р \
/(х) у । х, к) с1х = 0 | 1/(х) г (х, к) б/х 0 |

\ /
о \о /
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то
п. в.

(О < X < /)

Доказательство. Пусть выполняются условия леммы и 
/(х) Ф 0. Тогда из (15) имеем

п 
f(x)e'dx = V X*

k = 1

dx. (27)

п. н.
где 0< /։ < I такая точка, что /(х) = 0 при х < / и / (х) 0 в
любой окрестности (/р— 3, (о > 0). Но, как известно, в этом случае 
в левой части равенства (27) стоит целая функция экспоненциального 
типа /р в то время как справа стоит функция типа не выше /1— т. 
Из этого противоречия следует утверждение леммы.

Лемма 2. При дп(1)=/=0 система (ул(х)) (|тДх))) замкнута 
в классе АДт, /), т. е. если /(х) н АДт, /) (АДО,/ — ՜)) и

то
п. и.

/(х) = 0

I
\f(.Jc)yk(x)dx = Q

(т<Х</). ((0^Х</ —т))

(28)

Доказательство. Пусть выполняются условия (28 . Тогда, 
согласно способу построения системы {ул(^)11яв, функция

Ф(Х) = [ш(Х)] 1 /(х)у (х, l)dx (29)

целая. С другой стороны, из результатов п. 2 следует, что вне исклю-
чительных кружков произвольно малого радиуса,
функции о> (X)л.

содержащих нули

(30)

откуда, учитывая формулы (24), получаем, что на всей X—плоскости 
Ф (X) = const.

Но из формулы (15) и леммы Римана-Лебега следует, что

lini
Х-+-  ’О

Ф (х) = 0,

Ф (X) = 0.

Остается применить лемму 1.
Z—t

'Ге орема. Если q (Z) =/=0 и ^(/)<^4֊ос, то 
о

101



л. п.

ГП

1-~

У/;(л-) (0<х</—т),
V 
О

(31)

причем ряд справа сходится равномерно на [з, /] // равномерно ог­
раничен по т при (0<х</). (з>0—любое)

Доказательство. Из леммы 2 следует, что достаточно дока­
зать второе утверждение.

Имеем
1--Г I -т

г (х, л) <// (х), (32)

где *

г (х, X) = I г ( Г, X) сП (0<л</). (33)
о

Обозначим через О/; конечную область, ограниченную кривыми 
Ьх и Л ։ , (см. п. 2 ) и дугами /<+\ 11~\ лежащими соответственно в 
полуплоскостях 1т\^>0 й 1т\ < 0, такими, что:

а) их длины ограничены по п, концы лежат соответственно на 
кривых А.г։ и АЛ„ а при /2-^4-°° эти дуги уходят в бесконечность;

б) при

| (»»(/.) | о 0. (34)

Из результатов п. 2 следует, что этим условиям можно легко удов­
летворить.

Через обозначим границу £)л.
Из 14) имеем

у

(Л ՛■)/(() 41 сЬ. = V у4(х) 1/(<)г4(<) Л.
6 о

(35)

Теперь заметим, что, согласно определению кривой Лх(х^>0) 
(формула (25)) и дуг Ль) (я > 1)

и

(36)

С другой стороны, имеем:
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1) при Ь Г|

(ле-^_ ак\ 1 = д-’у а;п/"е֊^ (А = 1, 2,-•., л0) (.37)
п=0

2) при Х^1.г։

|ле-'х-аА}’1 = Х1е':2а’Х-л^л (Л = I, 2,-• •, л0) (38)
л=0

причем в обоих случаях ряды сходятся равномерно.
Из оценок (26), (36), (37), (38) и формул (15), (16), (32) и (35) 

получим, что суммы 
1-т

5Л«(Х)= V у^х) \/а)гк(()М (39)

Ч € °п О

равномерно ограничены при 0 < х < / и равномерно сходятся к опре­
деленному пределу при (п—► + °с). (5„(а՜) -+ 0 при
/ — т < х < /)

Однако нетрудно доказать, исходя из свойств функции ш(л) 
(п. 2 ՛), что общий член ряда 35) стремится к нулю, откуда и сле­
дует теорема.
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