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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

О формуле центра изгиба анизотропного призматического 
стержня с симметричным сечением

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 11 IV 1961

Задача об определении центра изгиба изотропного тела при по­
мощи двух функций комплексного переменного исследована Р. Ка- 
пильдео (1). Та же задача при помощи функций Сен-Венана и Прандтля 
решена В. В. Новожиловым (2).

В настоящей работе рассматривается задача об определении 
центра изгиба анизотропного (неортотропного) призматического стержня 
с симметричным поперечным сечением. Доказано, что для решения 
этой задачи достаточно знать только функцию напряжения (функция 
Прандтля) при кручении анизотропного стержня.

В качестве приложения полученной формулы решена задача об 
определении положения центра изгиба анизотропного призм этического 
стержня с сечением в виде удлиненного авиационного профиля В П. 
Ветчинкина (а).

1. Рассмотрим призматический стержень с симметричным попе­
речным сечением, ограниченный кривыми

У = /'(■։),

У = - / (•*)•
Здесь / (х) имеет необходимое количество непрерывных произ­

водных для рассматриваемых значений х.
Поместим начало координат в центре тяжести незакрепленной՛ 

конца стержня. Примем геометрическую ось стержня за ось 4, а о<. и 
т п у совместим с главными осями инерции сечения. Примем далее, 
что силы, действующие на свободном конце, статически эквиваленты 
одной равнодействующей Р, направленной по оси у.

Тогда напряженное состояние в сечении стержня будет

3 V — ^.ո՛ — • *
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(1.2)

Здесь Ч’ (л*, у) —функция напряжений при изгибе. /—момент инерции 
относительно главной осн х.

Как известно (4), задача об изгибе призматического стержня 
имеющего только одну плоскость упоугой симметрии, нормальную к 

осн (г. е. неортотропную), сводится к 
решению дифференциального уравне­
ния с частными производными с нераз- 
деляющими переменными

/_(ЧГ) = Л (х, у, а,7) (1.3)
с граничным условием на контуре $ 

, *
П=-£-[(у'-/М* = О, (1.4)

Фиг. I. (|
где

•> •> * О

^45 ~ ^54’ Л1 — *2-----У’
X ~ 1 )' ’’ • а14-3. Л4֊3 . 

/-1Л-1

«Мг

ач упругие постоянные, и — постоянная, характеризующая угол за­
кручивания на единицу длины.

Закручивания не будет, если точка приложения силы совпадет 
с центром изгиба. В этом случае, полагая О = 0, координата х цен­
тра изгиба определяется так

2

или, имея в виду (1.2), интегрируя по частям, находим

2

I У2 — У2 (х) I Лйхс1у. (1.6)

Если предполагать, что неортотропный стержень деформиру­
ется скручивающими моментами, тогда функция напряжения Ф (функ­
ция Прандтля) удовлетворяет следующему уравнению (5)

А (Ф) = — 2 (1.7)

и условию на контуре поперечного сечения
Фф=О. (1.6)

Поставим задачу: определить положение центра изгиба, имея 
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только функцию напряжений при кручении Ф, не решая задачи об 
изгибе, т. е. не решая уравнения (1.3).

Для этого достаточно показать, что входящий в (1.6) интеграл 
| I 47/12 можно выразить через интеграл от функции Ф. С этой целью 

и V 2
составим следующее ‘Скалярное произведение

(Ф, А (4)| = ФА (Т)б/2. 19)

Для выражения (1.9) применим вторую формулу Грина

I Ф • \ >;1— 1) к (Ъ • -— -соб (>, х,) (1$.
I — ■— 0ЛЧV г„1 ь=| ’

5

I
А

Здесь (>, ) — угол между осью Ох, и внешней нормалью данного 
замкнутого контура.

Контурный интеграл, стоящий в выражении (1.10). есть нуль по 
условию (1.8). Следовательно. (1.10) примет вид

(Ф, А (4)) = -
сФ 
дх1 т/(2. (1.11.1

С другой стороны, учитывая (1.3), скалярное произведение можно 
представить так

* • г» 2

I

04 яФ
а„-) </12 = - охк <1Х.

1 & -1

Теперь составим такое выражение

которое, принимая формулы Грина и учитывая 
примет вид

легко видеть,

(>

оФ 
дхк

бПГ (1.13)
1 к I

Принимая во внимание (1.7), из (1.13) находим

47/12 -
оФ 
(1хк

— (/12.
дХ1

11.14)о ь.
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Учитывая л45 = ам, при помощи выражений (1.12) и (1.14) устанав-
ли васм

У

< ։.։5>

Далее, пользуясь (1.15) 
центра изгиба из (1.6) находим

и (1.5), для определения положения 
следующую формулу:

2/
О

или, интегрируя последнее выражение по у и подставляя значение

о

^2

-*1

В частном случае, для определения положения центра изгиба 
ортотропного стержня, у которого плоскости упругой симметрии пер­
пендикулярны к главном осям инерции поперечных сечений

1 \(йЗв = П15 = (\ а֊ы=т^— * ЯП=---- р- ), из (1.16) получим
' 'Аз ^3 /

Ь*
Хр (л) б/л'

А для определения центра изгиба изотропного стержня с модулем 

Юнга Е и коэффициентом Пуассона = >32 = Ел — Е, 623 ==
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%

(1.18)

-ь,
9** •

наем в
Определение центра изгиба анизотропного стержня с сече- 
виде удлиненного авиационного профиля. Пусть сечением 

। стержня является профиль Ветчинкина,
■ профиля ограничено дугами полукуби- 

ческих парабол (фиг. 2)

Ь

к где

е. сечение авиационного

а —

Величины Ьг и Ь2 определяются из условий, «но начало координат 
совпадает с центром тяжести

1ц = Ь • Ьл — Ь •

* или, пользуясь известной формулой гамма-функции Г(?. 11 зГ (а), 
находим

Ь, =֊- --Ь, /?., =֊ Ь. 
/

Предположим, что точка приложения силы согнадает с центром
I лизгиба. Так как рассматривается удлиненный профиль- то /֊

стественно будет малым параметром.
Тогда уравнение (2.1) можно написать в оолее удобном виде 

у2 _ ху (х) = 0, (

где

Решая дифференциальное уравнение (1.7) при условии 
годом малого параметра, для функции Ф получим ( ।

Л• О о ж О

^55
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(2 3)

Подставляя выражение для функции напряжения из (2.3) в 
(1.16), интегрируя сначала по у, а потом в полученных интегралах 
вводя новую переменную так х — Ь: — получим эйлеровый инте­
грал первого порядка (бета-функция), затем, применяя формулы при. 
ведения /У (а, р) и выполняя ряд громоздких преобразований, находим

3315а3

Принимая во внимание значения бета-функции, окончательно 
для определения центра изгиба рассматриваемого неортотропного 
стержня с сечением в виде удлиненного авиационного профиля по­
лучается такая формула

у__  __  ( I \ __ .2 ^§£13^44 1
91 '( а„ ) ' ‘ 77<%, 4

~ ' 585а3 ' 1 ^45 I т ’' *» “-4'
55

что совпадает с результатом, полученным в работе (7) иным способом.
I рифе и Гейлор (ь) при помощи приближенного метода опреде­

лили положение центра изгиба для изотропного призматического 
стержня с удлиненным профилем. По их формуле, дающей преумень­
шенное значение координаты центра изгиба (г. е. ее нижнюю опен­
ку), для авиационного профиля получается

х« р. — пГ ՛ (2*^ |

Л. С. Лейбензон 1') приближенным методом получил следующее вы- 1 
раженне для положения центра изгиба рассматриваемого профиля > 
(ортотропного)
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второе является преувеличенным по сравнению с точным 
Таким образом, учитывая (2.5), (2.6: и (2.4), находим

Л*
շ 48б/13(7.1։

77а'
32а 44

585а*
(ИЛИ

48апа ц
77а'

ОО

32а.։4
585а-- |45о;,яи + 7а„(ам 4֊ «,-.)| + (2.8)

Итак, из полученной формулы (2.7) или (2.8) видно, что первое 
слагаемое совпадает с выражением центра изгиба для ортотропного 
звн щионного профиля, а в остальных слагаемых, особенно в послед­
нем, выявляется влияние неортотропности.
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Վ Ս. ՍԱՐԴՍՅԱՆ

Սիւքետրիկ կարվածքով ւսՐփզււտրււպ պւփ<|1ք ւպւսհև ձւպի ծուքսւՐւ կեՐւ^ւ՚ււքփ 
թւսհաձևի մ՛inIIիG

ԻղՈէոբոպ մարմնի ծռման կենտրոնի որոշման իէնղիրր, առանղ քոէծելու ծռման 
իէնւլիրր, կոմպլեքս փ ո փ ո խ Ш կ ան ի երկու ֆ ո ւն կ ց ի ան ե ր ո վ ո Լ и ո Լ մն սւ и ի ր ե / է //. կասլիլ^

էԼյնոէ-հետհ նսէ-յՆ խնէքիրը III, Ն~ •ԷԼնաՆի և ՊրաՆղ։ո[ի ֆ ո լն կէյ ի ան Լ {։ ի ր,։/ն ու քւ)յա Jր

Ներկա տշիւատան ր ում ստացված կնոր բանաձև ս ի մ ե ա ր ի կ րն ղ լա Հհ ա կան կտրվածքով 
անիզոտրոպ ( ոչ Օ ր /! ո տ ո պ ) պ ր ի զ մ ա յա ձև ձողերի ծ ո մ ան կենտրոնի որոշման համարէ 
!էու յշյ է տրված է որ ա յ դ իւն զ ր ի լուծ ման համար ր ա վ ական Հ ունենա լ ան ի ղ ո տ ր ո պ ձողե­

րի ոլորման լարումների ֆունկցիան (Պրան ղալի ֆու նկցՒ ան յ •
Որպես կերաոոլթյոլն ստացված բանաձևի' լուծված /, երկարացված ա վ իացիո Ն 

սԱ",:Ւ1'1ո։1 ('Լ- Հետչինկինի (') ավիացիոն սլ ր ո ֆ ի լ ր ) անիզոտրոպ պրիզմայաձև ձողի 
ծ ո մ ան կենտրոնի խ ն ղ իրր • II, յ ղ արղյոէնրր համեմատված Լ այլ եղանակներով լու ծված 

հույն քսն ղ ր ի ա ր զ յոէ_ն րն ե բ ի հետ ք ’ 9 ) •

Л И Т Е Р А Т У Р А — Դ Р Ա Կ И Ն Ո |« 1> 3 П b Ն
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