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Осесимметричной деформацией анизотропных тел занимались 
€. Г. Лехницкий (։-3), Эллиотт (4), Чакраворти (5) и другие. В этих 
работах в основном рассматривались частные случаи нагружения. 
В работах же, где рассматривались случаи более общего нагружения, 
некоторые из граничных условий удовлетворяются в интеграл։.поп 
форме.

В настоящей работе дано точное решение задачи осесимметрич
ной деформации круглого цилиндра радиусом R и высотой Л из 
трансверсатьно-изотропного материала, когда на торцах цилиндра за
даны нормальные и касательные напряжения, а на боковой поверх
ности касательное напряжение и радиальное перемещение.

Рассматриваемая задача может быть использована для получения 
решения некоторых задач об изгибе толстых круглых пли г "Л

При решении задачи мы пользуемся формулами Эллиотта Ча- 
1'раворги, однако считаем нужным отметить, что указанные формулы 
путем простых преобразовании могут быть получены из ранее опуб
ликованных работ С. Г. Яехницкого (։՝2).

За ось 2 цилиндрической системы координат примем ось изо
тропии цилиндра. Начало координат поместим на одном торце ци
линдра. При осесимметричной деформации формулы для напряжении 
11 перемещений, выраженные через две „гармонические функции 

и ?2(г, ?), имеют вид <4,5):
дия 

I

дгдги
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Здесь ՝/- и ՝<֊ — корни характеристического уравнения
^11^44>? 4՜ И13 (^13 4՜ *^44^ ^Ц^зз] 4՜ с33^44 ~ (2)

а значения и &2, соответствующие значениям у2 и ՝4, определяются 
из условия

(3)

Функции ср1(г, г) и ©2(г,г) удовлетворяют уравнениям

где

туг™ ։_ ՝,2 — о г2~ ՛ д2?2 ___Л

мтг 1 д?2 7 1 <2֊ дг2 и’

2== -1- ֊
дг2 г дг

Легко показать, что корни уравнения (2) не могут быть чисто мни
мыми. В зависимости от свойства материала они и значение к, опре
деленные из условия (3), могут быть либо действительными, либо со
пряженными комплексными числами. Тогда из (1) и (4) следует, что- 
выражения для напряжений и перемещений всегда принимают дей
ствительные значения.

Для определенности во всех случаях мы предположим, что дей
ствительные части и у2 положительны, т. е.

Ке^>0, ке՝'2>0.
। * И■ IгН11■ I■ II И* лКя ՛й чДля изотропного тела, когда

*■ 11 ^33 4՜ 2И1» ^12 ~ £]3 = Лр С|4 :=■

где /л и р-! коэффициенты Ламе, из (2) и (3) получим
V = V =/?=/?„ = 1. (54А м Л 6

В остальных случаях корни уравнения (2) не равны между СО' 
бою. Следовательно, различны и корни уравнения (3).

190



Решая уравнения (4) методом разделения переменных, дл» функ
ции г) ('- 1.2) получим следующую фундаментальную си- 
сте м У:

՛՛ ЯА0(\'г)| |С$1п/.г ֊]֊/1) со8/.2|

где '■ и !* — произвольные действительные параметры.
Отметим, что функции

г, 1п г, 21пг, - X- (6')

также являются решениями уравнений (4). Здесь /,. К, функции 
Бесселя /-го порядка ог мнимого аргумента, соответственно первого 
и второго рода, а У, и К, — функции Бесселя первого и второго рода 
с действительным аргументом.

В силу (6 и (6՜ функции '5. ищем в виде (в)

где [I* — корни уравнения У1(;1лА)=0, а

Подставляя значения (г, г) из (7) в (1) и используя условие 
(3), для напряжений и перемещений получим следующие выражения

Ч г, г) = г(/>, 4-йо)+ V (»։>*И-•-.;Я^/,(>2'4Г) Х»соз/.*г- —
к - 1

00 / 11 7 II 7 иЗ Ц. 2 \
-У (й'ЧИ — + С1‘>сН — ‘՝ с։-’>с1։ —8։

\ * V, А V. ՝?о 2
к 1 1 1
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14 (1 + _1_*

4 (1 + *? С" сИ $1*- + (1 + Л.) Л'2>3Ь - +
V, “ * ՝/

(121

Рассмотрим напряженное состояние круглого цилиндра при сле
дующих граничных условиях:

А) =/г (г) = (/0

ОО

/г-1

ос

Л-1
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(13)

Здесь мы допускаем, что функция /в непрерывна, а /',(/= 1, 2, - 5) 
кусочно-непрерывны и имеют ограниченное изменение в соответству
ющих интервалах. В силу симметричного распределения внешней на
грузки относительно оси ?. имеем также

"՝г1 (0, з) = и (О, г) = (). (

Условиями (13) и (14) полностью определяются все напряжения 
и перемещение и. Перемещение же и> определяется с точностью до 
постоянной Для определения последней предполагаем, что
перемещения да на окружности г = R, ? = 0 боковой поверхности 
цилиндра равны нулю

®(/?,0) = 0. (15)

Легко видеть, что условия (14) удовлетворяются тождественно.
Удовлетворив же условиям (13) и (151, для определения посто

янных интегрирования, входящих в выражение (7), получаем ряд со
отношений. При получении этих соотношений пользуемся разложе- 

1
ниями Фурье-Дини (•) функций /0(\л*г) и —/Д^Алг) по функциям 

1 г
(70(рлг)[, где — корни уравнения /1(л*/?)=0.

Принимая во внимание, что для трансверсально изотропного ма
териала ф V., и 62, из указанных обоих соотношений для постоян
ных интегрирования получаем их значения.

Подставляя найденные значения коэффициентов в (7), для функ- 
ций »Дг, г) окончательно получаем



где

(16>

( — Л' кр

НЧ + нЦ К +
• __ |_ ֊ V, ^'Р^'кр

* - а„ ■- (А1 _ /?) Д + Р21 |,2Х2 + ,Л2| ’ (17

= (,* - V?) С,, (1 + М (I + *։) + £р № ֊*1) ’? 4>?р +

+ |’?(1 + *2) ֊’?(։ + *1)1^1.

И ЬЛ
Д» = 2 - 2с И ֊֊ V,

и 1*4 Л 
• ей------

У,
I + Л1----- 22----------5Н-‘-
Л'2 V, 72

Для получения ф2(г, и) достаточно в формуле (16) индексы 
при коэффициентах а, Ь, к, у заменить соответственно на 2 и 1.

При удовлетворении граничных 
дующее соотношение:

условий получается также еле-

о о
л

/-Ь
1,3,...

которое является уравнением 
оси цилиндра.

равновесия сил, действующих вдоль-
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Яги|Лиа|Ьгиш 1“ЬЧ<4 ^.,|>иР||9 Ч1ПГ Ч | •••<•|> шплийдР|> П1цин|ГипГр 
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и [/ /[ // /// р /у Ь п р // и! /у Д и» '[11 в1!» /и 1/ гу р и 2 ц р у» ш

/урлр >у рллЪ Д шпли^^(1/ 

Ьгр ՝1Чп.р1՛ 1т-

шр И оу Д р ПЛ р Jltt Ь р р пл I] Ц 1и 4 41 յш уу Л 7/ <ууо/7/Д лл» п шЪ уу р ръ , /м,4 lյl|(^,^»յPi

Ъкрр ил р у ллл Л А 7/ Ылпл[. ^(лл[рЬр[л >!рш ЪицллЪ[1 ри р пл.»Гь А рр Л [9и^1
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Գիտված խնդիրը կարոդ Հ ոդտադործվել կլոր հասս. „ալերի ձ „ մ ան մի քանի 
էՆղիրներՒ լ"'ծո. մՆերն ստանալու համարք Խնդրի լռծռմր ներկայացվո. մ Լ շարքերով' 
[Ատ Բեոսեւի և եռանկյունաչափական ֆունկցիաների, որոնց դորձակիցները որոշվռմ են 
Արային պայմաններից։
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