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В работе М. В. Келдыша (*) рассматривается проблема Бэра для 
окружности: какие функции могут быть представлены на окруж­
ности — 1 в виде предела сходящейся и равномерно ограни­
ченной на | г | = 1 последовательности полиномов.

В этой работе установлено, что для разрешимости проблемы Бэра 
достаточно выполнение условий:

1 ՛. Функция ф(Т) ограничена и точечно-разрывна на любом
совершенном подмножестве окружности. 

2°. Для любого целого п>0

( = о

|/| ֊1

3 . Мера множества точек разрыва равна нулю.
Первые два условия являются, очевидно, и необходимыми уело

виями разрешимости.
Третье условие в теореме М. В. Келдыша связано с методом ис­

следования и, вообще говоря, не представляет необходимое условие.

вне
Имеется пэедположение 

разрешимости проблемы
что необходимое и достаточное усло- 

Бэра состоит в выполнении условий 1
и 2 , однако это до сих пор не доказано.

В настоя шей заметке мы устанавливаем предложение, которое 
позволяет несколько усилить теорему М В. Келдыша, но вопрос о 
полном решении проблемы Бэра для круга по-прежнему остается 
открытым.

Теорема Если / (/) определена и ограничена на окру .ж нос ти 
I / = 1, точечно-разрывна на любом совершенном подмножестве 
окружности и эквивалентна нулю, то существует печ.идовате 
ноете полиномов Рл(С), обладающая свойствами.

1. НтР„(П=/(Л. 1'1=1 
п —

2. \Р„(Р\<С, п>1. 1С| = 1.

183



Доказательство. Достаточно рассмотреть лишь действительные 
функции 7(7) с отмеченными свойствами.

Допустим сначала, что множество Е("՛ точек, в которых /(7)==о, 
имеет тип А,. В силу того, что /(7) принадлежит первому классу, 
множество

^> = А(/(7)>0) 4֊ А(/(7)<0)

имеет тип А,, следовательно, окружность Г:|7| = 1 можно предста­
вить в виде

к 1

где Д*, — замкнутые множества, причем

Множества 
п п

Еп = 2 Дй и Еп = 2 п > 1 
Й=1 й-1

замкнуты и не имеют общих точек, поэтому число гп, равное рас­
стоянию между ними, положительно.

Если <ря (7) означает последовательность непрерывных на Г 
функций, сходящихся к /(7), то можно считать, что

тах \ (7) | <= зир 1/(7) | = М/.
|/| и 1 | /1 — 1

Из рассуждений, изложенных в (*) следует, что любому п > 1
отвечает полином удовлетворяющий условиям

!<?„(')-О, (01 ^Еп

!Р„(7) \<ДП вне ел—окрестности множества Еп

С?П(7)|^М/ В е„

где "л < г„, £п<М, игл—>0, /г->оо.
Это доказывает теорему в случае, когда Е(Щ— множество типа Е^ 
Рассматривая общий случай, число М выберем так, чтобы

-Л1<7(7)<М

и разобьем сегмент [— Л/, М'\ на 2՞ равных частей точками
Н”)=_М<'Ал)<...<<?<«) , =0<---<с(л> = Л1. и I 1 2^

Пусть

Л‘"> = Е 1/(0 < Л<»> = Е).
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Поскольку fit) принадлежит первому классу, все множества Л'” 
являются множествами типа Е,, причем

ines Д1՞) , 2^1—1

mesH</’) = 0, /г^2л-’. *

^Окружность I представляется в виде суммы множеств типа F
2п

k О

Известно, чю в этом случае I может быть представлена в виде 
’конечной суммы множеств типа Еа попарно без общих точек. Дей­
ствительно, если замкнутые множества Е<л], сумма которых равна 
ГУД расположить R последовательность

00

то Г = V Fk и каждое из Fт

secra Л<»>, 0^А«=2я-

будет принадлежать одному из мно-

Пусть
Е։ = Е;, Е =Е/и֊֊Ет(Е1֊ЬЕп Ь---4-Еда .). * 1 ’ т т т 1 - гл —!'

Множества Ер попарно не имеют общих точек и являются раз- 
остью замкнутых множеств, следовательно Е т — множества типа 

Сумма Ет по всем т, для которых Рт - представляет мно- 
кество типа Еа, причем 

2"
г-удч ^я)б(;п) = 0. /¥=/.г\ К • » • У

/г О

(1) следует, что 
тез В{п) . = 2՜ 9п-1

№ _ 1

тез = 0, /г =# 2" .
I Функцию /,; (/) определим следующим образом:

= 1^В^\ 0<л<2л-

Всюду на окружности Г будем иметь

2 44
(ОК-^гг-
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Положим
(О = /1՝О» А֊։^>1.

Множество £(»„(/) =0) является конечной суммой множеств 
типа Л. и поэтому имеет тип /?о, следовательно, согласно доказан­
ному выше частному случаю теоремы, существует последователь- 
ЛОСТЬ ПОЛИНО нов Р, . (/), для которых

Нт/>я.»(0 = <?я(0. И = 1.
1^.л(01^2^л, и=1.

Но

5ир|?п(01
12 и

поэтому

Пусть•г

24Л1
Если т выбрано так, что 

то при любом п > т 

и

с,т

И| = 1,

Л=1

если л > п (1\ е).
Кроме того, всюду на Г

1Р </)1 <24/И, 1/1'1 /
откуда и следует справедливость утверждения.

Сравнивая его с теоремой М. В. Келдыша, приходим к следую! 
тему заключению.

Следствие. Если 1 /(0 --ограниченная функция на Г, точечно! 
разрывная на любом совершенном подмножестве окружности, I

2. |/(0 ^^ = 0, /г>0,
1/1 1 I

3 . Значения /(/) можно изменить на множестве меры нуль ■ ՛ 
чтобы полученная функция была ограниченной функцией первого 
класса, почти всюду непрерывной на окружности, то для /(0 пГоО1 
лема Бэра разрешима. 1
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