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11усть
г — г \ и\ и2)

параметрическое уравнение произвольной двумерной поверхности А'2, 
вложенной в евклидово Ел. Если X, У единичные и взаимно-перпен
дикулярные нормальные векторы поверхности, то ее основные дери
вационные уравнения имеют вид

Кц V, (1)
где

/ги = — д,гд}Х = XV /Г , = — й /*<*/ У = У V/Г ; ау
символ ковариантного дифференцирования во внутренней связности 
/2. Рассмотрим тензор

и соответствующую дифференциальную форму

. dir dir'did dir՝ IJRC = (Ai, did du> )2 т (du1 did)2- (А)

Пусть на Х2 задана кривая Г уравнением

։
1Г = 1Г ($).

Единичный касательный вектор кривой в точке .И будет 

где v1 =
йи1 
ds

՝ Дифференцируя по 
нием (1), получаем

натуральному параметру 5 и пользуясь уравне-

« huV^iX \ ki^ v^y 4֊

* Этот тензор рассматривал Коммерель г.
ebenen Raum von vier Dlmonsionen. Mat. ^nn.^vol^ *֊r ֊ a •

о (т>‘) 
ds Гг

работе Riemannsche Flachen im
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Проекцию вектора кривизны г" их нормальную плоскость мы на3о. 
вем вектором нормальной кривизны кривой Г и обозначим через х 
По определению имеем 

< •
7. = й։)У V ’X!гцУ V ՝1 У. (2)

Длину вектора х мы будем называть нормальной кривизной и обо
значим через тогда

х = ]/ (йц V1 V' )2 Н- ։ /г, рУ и')2 .

Имея в виду (А), получаем

' Рцке (1и‘ йи՛ (1икаис 
((1и՝ с1и> )2 (3)

С другой стороны, по формулам Френе

г” = А՝ п,

где А*—кривизна кривой Г в точке М, а п—единичный вектор глав
ной нормали.

Умножив обе части этого равенства скалярно на х, получаем

Асо$0 = }/ (йн&у'+ (ку V У)2 или

АсовО = Р,,кс с1и‘ йи' (Рг- (1ис
(£/у (Ре (1и> )2 (4>

где 0—угол между векторами п и х.
Если точка А4 на поверхности Х2 задана, коэффициенты 

/<..., дг имеют вполне определенные значения. В этом случае пра- 1 1
вая часть (4) зависит только от отношения дифференциалов сРРхйг-

Назовем нормальным сечением поверхности в точке Ж кривую 
пересечения поверхности с нормальной гиперплоскостью, т. е. с ги
перплоскостью, проведенной через нормальную плоскость в точке Л/. 
Нормальное сечение вполне определяется заданием своего касатель
ного вектора Р

Полученное нормальное сечение Го имеет с кривой Г общую 
касательную в точке М поверхности. Если обозначим кривизну 10 
через Ао, то из (4) получим

/ /Л с1и‘ с1и՝ йя* с1ие 
йи' Ни' )2

(5)

Так как Г и Го имеют общий касательный вектор, то правые 
части формул (4) и (5) будут одинаковы, так что

Асоэ6 = А0 или R = /?осо5 0,
\ I

где R и /<*0— радиусы кривизны соответственно Г и Гс.



«о = ֊

Итак, радиус кривизны произвольной кривой на поверхности А՜., в 
данной точке равен радиусу кривизны нормального сечения Г,, 
взятому в той же точке и с той же касательной, умноженному на 
косинус угла 0 между соприкасающейся плоскостью Г и гиперплос
костью нормального сечения Го.

,՛[опусIим, 410 А2 может быть дополнена до гиперполосы так, 
что ее естественная нормализация будет одновременно и двойственной 
р), и исследуем (5), считая, что точка на поверхности остается не
подвижной, а касательная нормального сечения вращается в касатель
ной плоскости поверхности.

В нашем случае главные направления тензоров/?(/, /?„ совпадают 
(2), и мы назовем их главными направлениями поверхности в ючке 
М. Известно (э), что всякий симметричный тензор второй валентности 
определяется с помощью главных ортов и главных значений. Если 

орты главных направлений обозначим через а,, то

// /у С1 у Н; (I / ,

кц Т, а, а, -ь

где (<5։, с2), (т։, т,)—главные значения тензоров///м £,7. соответственно.
Разложим единичный касательный вектор г»' нормального сече

ния в данной точке по главным направлениям

•у' = а1 сов? 4֊ а'81’п
Подстановка этого выражения в (2) даег

где

х = х1 С082 ? | /-о 81 п՜ (6)

Эго аналог формулы Эйлера для двойственно-нормализованной 
X,, вложенной в

Назовем х. и главными векторами кривизны поверхности. 1 ы
Очевидно, что норма х вектора х выразится так.

х = ) СО84<Р -I 2 (<*! «2 4֊ Т1 ^о) СО52Ср 84 п2<р ֊(^ -ф81п’<р. •/)

•^ожно доказать, что векторы х։ и х2 и величины | 7 7 » I а-; + , 
не зависят ог выбора векторов X и У. Тепер^ выясним геометри
ческий смысл коэффициентов » I 32՜՛՜ в Ф°РмУле

Положив ? = 0, мы приводим вектор в совпадение с а. и по
ручаем нормальное сечение с касательной, идущей по первому ։лав
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ному направлению. При получим нормальное сечение с ка

сательной, идущей во втором главном направлении. Обозначим кри 
визну первого нормальною сечения через хп а второго—через

ТГ
Тогда соответственно при ? = 0 и <р = ֊~- из формулы (7՛ по

4*

л у чаем
I (8)

Назовем главными сечениями такие нормальные сечения в данной 
точке поверхности, касательные к которым идут по главным направ
лениям, а их кривизны х1։ /.2—главными кривизнами в данной точке 
поверхности. В силу (8) формула (7) принимает вид

7. = | •/.֊ СО54? + 2/<Տ1Ո2 <рСО52? ф хфш’ср .

где А՜—Гауссова кривизна внутренней геометрии поверхности А'.,.
Легко видеть, что между главными кривизнами х։ и х2։ полной 

кривизной К и следами (3) 8 = ^?И^ и 8* — §’՛? к^ тензоров и 
кч, соответственно имеет место соотношение

у? -՛ х* = 52֊Г Ճ*2 — 2А‘.

Назовем асимптотическим в данной точке поверхности Х2 на
правление, касательное к нормальному сечению с кривизной нудь в 
этой точке. Для обращения к0 в нуль необходимо и достаточно, 
чтобы числитель дроби (5) обратился в нуль. Следовательно,

сЬе йиМиМи? =0 или (հ.յ(էս (էս՛ Հ- (к,-(է и1 ժս> )2 — 0.

Из последнего следует, что действительные асимптотические на
правления должны одновременно удовлетворять условиям

V’ — 0 и /г,/!»' = 0.

При этом, если существуют два действительных асимптотических на
правления, то кц=^ккц. Это значит, что двумерная двойственно нор
мализованная Х2 лежит в Е3. Таким образом, больше двух действи
тельных асимптотических направлений поверхность иметь не может-
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ս. վ. аи₽тзиъ
2ււրււ )Ա!<ի|ւ տսւրւսծււէ ս*եջ էրկչւսփ ւքա1|երևա ւթհԼրի կււրա թյսւհ

տԼսւււ|>|ւււհ ւքաււխ(ւ

(Լյս հաղորդում ր նվիրված / երկչտփ մակերևույթի ո ԼԱ ո լմն ա и ի ր ո 1 թ քսէ քէէ9
որր րնկդմված / շո ր и չափի և у կ у ի у յ /; ա ա ււլ^!յա ն ոււ! I Ընդհանուր դեպրոլմ
/ Մենևյի թեորեմի րնդ հ ան ր ութ յոլնր մակերևույթին պատկանող կո ր ի կոր999 ՜
թ յ տ ն > ո» մ է и ր •’

1^րկա!քի նոր մալէԱէյ»ք ած մակերևույթի համար ոտաւյէքած Լ ԷյլւէրՒ րան ա ձևր
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■ք Հ £0Տ'\ 4՜ տա՜
րք*Կ՝ АГ, з , Х 4- ՜- У-

Ապացուցվում է, որ 7,է և Հշ վեկտորները I, Լ ' <3 յ -Է - ՚ ,„ ■ Հ ՜~ մեծություն
ները կախված չեն X և } վեկտորների րնտրո, թ յոլնիցէ // տ ծ է ,, լի, ա,/ո ր , ,.շ կ„- 
^լթյունների, 1րիվ /\ կորության և /հյ Ու հ ՝. տենղորների հետրերի համար հետևյալ 
սանչո, թյունը

’Հ + *5 = Տ: + Տ« - 2ձ՜: ^0

//ա; մանվոսմ է մակերևույթի տ ս ի մ պտոտական ու ղղո, թ յո,նր: Ա՚> ի մ պ,ոո տ ա կ ,„ն ,.,,ր1ո,- 
թյու^քքք որոշելու, համար ուոացվոլմ է հետևյալ հավասարումրճ

I ձ։/. (1и‘ (էս՛ )2 ■ (А';у (էս1 (1Ա( )г= 0:

քք ր ա յ»ք մ Ш կ ե րե ո ւ )Ւ'Ւ ш и սւՆ ու րր/Ոէ թյունՆե ր'հ կւ/ւՆեն ի ր Ш կ ա*ք» ,
Լրր .¥, ընկղմված կ Е^-ում:
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