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Общая теория сетей и применение инвариантных методов в 
этой общей теории систематически разработана в ряде исследований 
проф. Я. С. Дубнова и проф. Н. Ф. Ефимова. В этой заметке в ос­
новном будет рассматриваться сопряженная сеть, гармоничная с сетью 
линий кривизны. Такая сеть рассматривалась многими авторами. Сле­
дуя Раффи (Ка//у) С) и Н. В. Ефимову (2) будем называть ее ха­
рактеристической. Тензор характеристической сети имеет следующий 
вид:

Ь (1)

где К — полная, Н — средняя кривизны поверхности, а и я,-/ ее 
первый и второй фундаментальные тензоры. Сеть (/,>•) дополняет 
асимптотическую сеть (~։/) и сеть линий кривизны (р//) до тройки 

взаимно-аполярных сетей (^/а1з = ра0/ср = ”в3рв₽ = 0)*. Как и асимпто­
тическая, характеристическая сеть, очевидно, так же инвариантно свя­
зана с поверхностью. Нетрудно видеть, что задание сети (/|;) на по­
верхности с определенной метрикой эквивалентно заданию второй 
фундаментальной квадратичной формы. Иначе говоря, поверхность пол­
ностью^ точностью до движений) определяется метрикой и .характери­
стической сетью. Автором этой статьи доказано (3), что поверхность, 
следовательно и характеристическая сеть, вполне определяется метрикой 
и средней кривизной. Оказывается, что при этом среднюю кривизну 
можно задавать не вполне произвольно Условия, которые наклады­
ваются на нее, представляют из себя систему, состоящую из двух 
Дифференциальных уравнении в частных производных третьего по­
рядка. В статье (3) получены также условия (когда задаем ?,-/ и Н), 
П( и ныло нении которых может существовать бесконечное число

Через 
М ‘ II Р/,Ц.

к о»? обозначены, соответственно, приведенные миноры матриц 

129



поверхностей с одинаковой метрикой и характеристической сетью* 
Так как для таких поверхностей кривизны /< и Н будут общими 
то. очевидно, в этом случае будет иметь место изгибание поверх’ 
ности с сохранением главных кривизн. Не трудно убедиться, что ха­
рактеристическая сеть может быть действительной только на таких 
поверхностях, на которых асимптотическая сеть мнимая. Так как 
7а7,, = — 2Е(Е = И2 - К — эйлерова разность), то сеть (/։7) может 
быть ортогональной только на сфере. Далее, из выражения (1) тен­
зора /;У легко вытекает, что изотропность рассматриваемой сети ха­
рактеризует (при исключении сферы) минимальную поверхность. На 
сфере сеть (/,,) неопределенна.

Обозначим дискриминант тензора //7 через /. Тогда / = — 
(где 7 — дискриминант метрического тензора 77). Отсюда видно, что ха­
рактеристическая сеть может вырождаться, т. е. обе семейства кри­
вых сети (//у) могут совпасть друг с другом только на поверхностях 
с нулевой полной кривизной. На таких поверхностях сеть (/,,-) будет 
виртуально-асимптотической сетью. Норма тензора /։7 отрицательна 
для поверхностей с положительной полной кривизной. Следовательно, 
через каждую точку таких поверхностей проходят две нулевые ли­
нии. Штекель из класса изотермических поверхностей выделил те, 
для которых отношение главных кривизн постоянно (Н2:К = с 1,0). 
Не трудно убедиться в том, что поверхность может обладать этим 
свойством в том и только в том случае, когда тензор характеристи­

ческой сети А, аполярен тензору Кодацци (~а,з|л/в3 = 0).
Мы видим, что роль рассматриваемой сети огромна, т. к. раз­

личные ее свойства в известной мере характеризуют поверхность 
В этой заметке мы получим некоторые свойства, которыми обладает 
сеть (///), если ее рассматривать на квадрике и на поверхности вра­
щения. При этом будем использовать выражения одновалентных тен­
зоров , а/ и у/, полученных Я- С. Дубновым I4) и называемых им 
первым, вторым и третьим чебышевскими тензорами произвольной 
сети (т-,у). Этими тензорами характеризуются те или иные свойства 
сетей и поверхностей, В некотором смысле работа является приме­
нением одной части вышеупомянутой общей теории. 1

§ 1. Инвариантная характеристика поверхностей 2-го по-1 
рядка. Чтобы найти эту характеристику, нам необходимо сначала ’

л 
находить тензор I" — взаимный относительно //у. После ряда преоб­
разований из (1) находим еги выражение: |

1< (') после задания 7^ и Н рассматривается система из трех конечных урав- 
нений, написанных относительно компонентов тензора Два уравнения этой св- ) 
стемы -д., — 2// и = 2К) известны из теории поверхностей, а третье
конечное уравнение мы получили, когда составили условие интегрируемости Д'1Я 
разложения тензора Кодацци по I, II и IV основным тензорам поверхности^ 
Выпи указанное изгибание наступает тогда, когда ранг рассматриваемой системы 
равняется двум. # л
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(2)

Далее нужно заметить, что на всякой неразвертывающейся поверх­
ности выполняются следующие условия: 

где —тензор Дарбу. Тензор 0//Л имеет вид (см. [5|) 

(3)

(4)«Р*--А ~՜
4К

где —тензор Кодацци. Нетрудно убедиться в справедливости 
условий (2). Для этого необходимо свернуть обе части (3) с помощью

I" и заметить, что

= — (2КНк —НКк), 
К Е

а

4Л
1

2КЕ (КХ-НКк].

Теперь искомая характеристика непосредственно получится. Доста­
точно вспомнить, что для поверхностей 2-го порядка тензор Дарбу 
тождественно обращается в нуль. Тогда из (3) будет следовать, что 
для таких поверхностей

- 4КНк + НКь = 0. (/г = 1,2) (5)

Обратное также имеет место, т. е. при выполнении условий (5) вы­
текает тождественное обращение в нуль тензора Дарбу. Исходя из 
других соображений, ранее также было установлено (5), что условия 
(о) вполне характеризуют поверхности 2-го порядка (с К=#0). Ис­
пользуя (3), мы можем существующий инв фиантный признак (см. (5)) 
для неразвертывающихся линейчатых поверхностей

«Л|* («•/(« + НК,. - 4КНк) (֊>К, + НК» — 4КН») = О 
написать в более приемлемом виде:

Об инвариантной характеристике поверхностей вращения. 
Ниже будем рассматривать также и вопросы, связанные с поверх­
ностями вращения, однако уравнения, характеризующие этот класс 
поверхностей, не являются эффективными при использовании в дан­
ном случае. Поэтому предварительно преобразуем их и приведем к 
зобному виду. Указанные поверхности (см. (5)) характеризуются 

условиям и
Вертикальная черточка в —знак ковариантного дифференцирования.
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= 0. нгк2 — НгК2 = 0. (6)

Легко заметить, что из этих условий следует также равенство 

рв?КаКз = 0. Второе условие (6) можно написать также в виде

** К.н? = 0*. (6а)
По

— ‘'Е^— е1аеМ= — «у^«3 и 2р./=гг/втга -|- г/атг’.

Поэтому первое условие (6) можно написать иначе:

(е?Х + <"‘9(К«К?) = 0.

Если раскрывать скобки и в одном из слагаемых поменять ме­
стами индексы суммирования а и то оно совпадет с другим сла­
гаемым. Поэтому вместо предыдущего равенства будем иметь:

= 0. (6Ь,

Аналогичным образом из (6) получим равенство

е^кНаН$ = 0. (6с,
Таким образом, (6Ь) и (6с) вместе эквивалентны условиям (6;.
Чебышевские тензоры характеристической сети. Первый чебы­

шевский тензор, который получил Я. С. Дубнов (е) для произволь­
ной сети (ад, определяется равенством:

Нетрудно проверить, что т/ не изменяется при умножении тензора 
ац на скалярный множитель. Следовательно, тензор связан с сетью, 
а не тензором сети, определяемым с точностью до множителя. Тож- 
дественное обращение в нуль первого чебышевского тензора харак- '' 
теризует чебышевскую сеть, т. е. сеть, для которой направление ка- я 
сательной к линиям каждого из ее семейств переносится параллельной 
в смысле Леви-Чивита вдоль линий другого семейства**. Если же 3 

градиентен, то сеть (а^) кодацциева. Найдем значение ъ в случае
яхарактеристической сети. Для этого учтем значение тензора /а? (2) 

заметим, что ‘
^,3||  /// Н*'■30 /. Я

Тогда будем иметь Я

Здесь и дальше под е.^ понимаем антисимтотический тензор с матриц^ 
0 /7՜

-) -г с ' I
** Понятие этих свойств было введено Чебышевым.
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Или после упрощений следующее:

(8)

Очевидно, на развертывающихся поверхностях чебышевский тензор 
сети (///) смысла не имеет.

Известно |4|, что для сети (а^) второй чебышевский тензор 
связан с первым следующим образом:

о, = ФЛ;, где Ф{ = —֊-----.

\ /
Если составить аналогичное выражение для характеристической сети 
и сделать ряд преобразований, то з, в этом случае получит следую­
щий вид:

(9)

Сети равных путей характеризуются с помощью 2-го чебышев­
ского тензора. Находя выражение контравариантного тензора и 
свертывая с , получим выражение

(Л>' — £вХ
(9')

Если для (а,;) = 0. то, как показал Я. С. Дубнов (4), сеть (а,,}
является сетью равных путей.

Для характеристической сети

где А1 = КН,— НК,. Ниже мы докажем, что при некоторых усло­
виях рассматриваемая сеть обладает указанным свойством. Далее на­
пишем для сети (д/у) связь (см. |'|) между первым и третьим чебы­
шевскими тензорами.

Н(а)(Ц— , *
•----------------------------------------- .---------- -----------------------------------------------------------

Если сеть характеристическая, то величины в числителе и знамена­
теле тензора /,• будут выражаться через второй основной тензор по­
верхности и инварианты К и Н следующим образом.

11= К'ч ֊ Нщ\ --К(п = И (Е А-К); ^Н(1) — Кщ = ЕК).

* Через /Л и К \ обозначены средняя и полная кривизны тензора д(/-.
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И тогда для тензора окончательно получим выражение

(11)

Связь (И) между тензорами и Z, имеет место на любой поверх­
ности, кроме минимальной. Тензор X/ дает возможность выяснить: 
заданная сеть ромбическая или нет.

§ 2. Теперь используем выражения, полученные для чебышевских 
тензоров и покажем, что характеристическая сеть имеет и другие 
интересные свойства. Будем рассматривать, как уже отметили, только 
поверхности вращения и квадрики, исключая из рассмотрения сферу.

Теорема 1. На неразвертывающихся поверхностях 2-гопо- 
рядка сопряженная сеть, гармоничная с сетью линий кривизны, 
является кодацциевой сетью.

Сеть кодацциева югда и только тогда, когда ее чебышевский 
вектор ' градиентен или, что все равно, когда rot т = 0. Следова­
тельно, мы должны доказать, что первый чебышевский тензор сети 
(///) градиентен. Если свернуть обе части (5) с помощью тензора 

и заметить, что г,*Ка = 4KHt — НК,-, то получим
Н՜' = (\2KHHj— ЗН2К, - KKj):4К.

Подставляя найденные для -’К, и значения в выражение пер­
вого чебышевского тензора (8) сети и произведя некоторые уп­
рощения, окончательно получим

Градиентность тензора доказана. Из доказанной теоремы вытекает, 
что тензор /// при надлежащем нормировании будет иметь симметри­
ческую ковариантную производную.

На рассматриваемых поверхностях и вообще, характеристиче­
ская сеть не является изотермической. Так как условие е“'Чв;р = 0 
выполняется, а ортогональность этой сети, как убедились выше, не 
имеет место.

Следствие. На поверхностях 2-го порядка сеть линий 
кр ив и зн ы и зо т ерм и ч еска я.

Обозначим первый чебышевский тензор сети (р(/՝| через р.. Чтобы 
доказать следствие, найдем для указанных поверхностей связь между 
первыми чебышевскими тензорами сетей (///) и (р..). Результат вы­
кладок следующий:

Мы замечаем, что из градиентное™ тензора ~1 вытекает градиент- 
ность тензора р. и обратно. Следовательно, сеть (о,) на поверхностях
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9-го порядка так же кодацциева. 
кроме того и ортогональной сетью

Но сеть линий кривизны является 
(Та₽Раз = 0). поэтому она изотер­

мическая.
Теорема 2. На всякой поверхности вращения ее характе­

ристическая сеть—кодацциева.
Отнесем поверхность вращения к координатам ul — z, и2 = 0. 

Координатными линиями будут меридианы 0 = const и параллели 
2 = const, иначе говоря, линии кривизны рассматриваемой поверхности. 
При этом основные инварианты К и Н поверхности суть функции 
только от z. Следовательно, можно положить = =

= и Н2 = 0. При этих условиях из (8) будет вытекать, что 
вторая компонента первого чебышевского тензора характеристиче­
ской сети, т. е. ~2, равна нулю. Что же касается первой компоненты, 
то она будет иметь следующее значение:

КБ
[КН, -НКХ)~\ + — Н֊КХ .

2
Но компоненты 2-го основного тензора поверхности и также 
зависят только от г. Следовательно, х1 есть функция только от г.
При h = 2 = 0 вектор т — граднентен (rotx = 0). Теорема до-
казана.

Теорема 3. На всякой поверхности вращения ее характери- 
, стическая сеть—ромбическая.

Сеть является ромбической только при градиентности тензора 4. 
Для доказательства теоремы напишем найденную выше связь между 
третьим и первым чебышевским тензорами.

2Н
4% .

Оба компонента этого тензора будут:

2Н 2Н 1 *2»

х к1т ___

2Н 2
-------------

2Н 2

вторая компонента Z2 равна нулю. В самом деле, 2 = О (см. выше),*•>

127г = 0, так как для сети линии кривизны ; 12___ -- 1 I * = 0.. а -1
9

■ Но, в данном случае, первая компонента /г будет функцией только 
? от г. Следовательно, го1Х = 0; теорема доказана.
8 Из доказанной теоремы вытекает, что на рассматриваемых по- 
■ верхностях сеть [1ц] конформно-чебышевская, т. к. при конформно- 
Iримановом преобразовании она переходит в чебышевскую. При этом 
I вектором конформного преобразования будет .
I Теорема 4. На всякой неразвертывающейся поверхности 
I вращения ее характеристическая сеть конформно - геодезическая.
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Пусть 7. тензор кривизны произвольной сети Известно [5| 
что

I 7, = ??•֊ - 2/У,т)/ + (I = 1,2)
км

В случае характеристической сети будем иметь

(/ = 1, 2)

Сеть является конформно-геодезической, когда она переходит в гео­
дезическую при конформно-римановом преобразовании метрики. Так 
как вектор этого преобразования есть геодезический вектор, то рас­
сматриваемая сеть будет характеризоваться градиентностыо При 
доказательстве теоремы 2 мы видели, что % = Н2 = К2 = 0, а есть 
функция только от г. Поэтому

= /! -։ + Е-ч + 25, -
/\

УКЕЪ =

Так как 1\ = — Н-\, а для указанных поверхностей 7’=^ = О»
то /5 = 0. Следовательно 72 = 0. Что касается первой компоненты -р, 
то не трудно видеть, что она является функцией от г, т. к. все вели­
чины в выражении компоненты 7! являются функциями только от г. 
Поэтому 7։. градиентен; теорема доказана.

Из доказанных теорем 3 и 4 вытекает (согласно общей теории), 
что для характеристической сети биссекторная сеть — изотермиче­
ская и что тангенс половины сетевого угла (исходной сети) мульти- 
пликативно-диагонален относительно биссекторной сети.

1 еоре м а 5. На неразвертывающейся поверхности 2-го по­
рядка характеристическая сеть — ромбическая.

Используя выражение (8), полученное для первого чебышевского 
тензора сети (//у) и замечая, что = 2//~'—мы из (11) после 
ряда преобразований получим:

Если теперь учитывать найденные выше значения для -"Н% и 
то после некоторых упрощений окончательно для 7/ будем иметь

/1 К3 \I 1п------ 1

Градиентность тензора 7, доказана.
Теорема 6. Если неразвертывающиеся поверхности 2-го по­

рядка являются одновременно и поверхностями вращения, то на 
таких поверхностях характеристическая сеть является сетью 
равных путей.
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Как уже выше упоминали, мы должны показать, что в этом слу­
чае для рассматриваемой сети выполняется условие — 0. Для 
этого обратимся к выражению (10). Если раскрывать его скобки и 
вспомнить значения, полученные выше для и в случае по­
верхностей 2-10 порядка, то тогда получим члены, часть из которых 
обратится в нуль в силу того, что симметрические тензоры свер­
тываются с кососимметрическим тензором е'Д каждый из оставшихся 
членов будет или иметь один из видов (ба), (6Ь), (6с/, или же они 
к этим видам приведутся, принимая во внимание, что —

I к I
— Иначе говоря, все члены обратятся в нуль и получим условие 
т։а, = 0. Теорема доказана.

Армянский государственный педагогический институт 
им. X. Абовяна

Ս- Գ- ԳԱՍՊՍՐՅԱՆ

է<քւսրւսկտերիստիկ ցսւՈցի և Որս։ մ’|։ է՚սւՈի հսւտկւււ-թյուՈՈերի լքասիՈ

'Հանցերի ընղհանուր տես ու էԴ'ւն ր և ինվարիանտ մևթող*եևր1ւ (լիր ա ո ու թ յո է նն 
ընղհանուր տեսության մեջ սիստեմատիկորեն մ շա կ Հ ե [ է պրոֆ. ս/րոֆ. 3- Ս• Գո։ րնովի 
և 1/• ԵֆիմոՀի աշ քս ա տոլթ յո լնն ե ր ում է Տվյալ փողվածում ղիւոար կվոլմ է միայն ա քն

համալուծ У^ЧЦ') ոՐԸ հարմոնիկ է կորության ղծերի ցանցին։ Նշանակենք ւսյղսլիսի
ցանցի աենղորը 1[յ^ութ

հյ — Կւ! — H-IJ»

որտեղ !\~ն և H-ը համա սչ ատ ա и իյ ա Ն ար ա ր մակերևույթի [թիվ ե միջին կորա թ յունն ե րն

են, իսկ -(ij I և II հիմնական տենղորներրէ (llj ) Ц լԱն g ր լրացնում է ասիմպտո- 
տա կան (itij ) և կորության (ftj) ղծերի ցանցերը մինչև ւիոիւտղարձ աս/ոչյար ցանցերի 
եոյակրք Աս ի մ պտ ոտ ական ց անյյի նման (hj ) ցանցը մա կ երեո Լյթի հհտ նույն սք ես կասրքած 

է ինվարիանտ ձևոՀէ Որոշակի մետրիկայով մակերևույթ ի վրա ա J4 .75 Ւ Մ1Ա'(Ը համա֊

քլոր է մակերես Լ յթՒ ա սիմ սլ տո տ ил կան ցանցի տալուն! | 31 հողվածում հեղինակին հս^ող֊

Հե լ է ապացուցեր որ տաքով մակերևույթի մետրիկան և միջին կորությունը կ ա ր ե լ ի է 
որոշել խարակտե րի ստիկ ցունցը։ հետևաբար նաև մ ա կե ր և ու յ թ ը ( ղ ի ր բի ճշտությամբ): Պարդ֊

Հում էք որ այս ղե պ բո ւմ II ֊ր միանղամայն կամավոր տալ հնարավոր չէ: Նա պիտի րավա֊ 
ՐարՒ nPn2 պայմանների | տ ե ս 3 [/ Այստեղից եզրակացնում ենք, որ այղպիս ի պա յմ ան ե ե ր ի 
դեպքում մակերևույթը կարելի է որոշել դիրքի ճշտությամբ, եթե տանք նրա մետրիկան 
և ի՚արակտե րիստիկ ցանցը! (I լյ' ) ց ան ց ի իդոտրոպ լ ին ե / ը (սֆերայի բացառման դեպքում) 
Բնութագրում կ մինիմալ մակերևույթը! Հետաքրքիր է նաև այն, որ փռվող մակեևույ֊ 
P՛ի *1րա (lij ) Տանցի երկու, ընտանիքները համընկնում են! Այդպիսի մակերևույթների 
•(րա դիտարկվող ցանցը վիրտուա[— ասիմպտոտական կ՝. Հայտնի կ նաև, որ դրական կո~ 
կթյուն ունեցող մակերևույթի յուրաքանչյուր կետով 2 ղրոյական գծեր են անցնում: 
Բերված գատողո. թյուններն ասում են այն մասին, որ մակերևույթների տեսության մեք 
(հյ)֊ն հսկայական ղեր ունի, քանի որ նրա այս կամ այն հատկությունով որոշակի չափով 
բնոլթ ա ղ ր վո ւմ կ մակերևույթը! հողվածում դիտարկում ենք (llj I Htu,'3P ~>իմնա

կանում պտտման և 2֊րդ կարգի մակերևութի վրա! Նշանակենք այգ ցանցի 1, II և 

'll չևբիշևյան տենղորներբ հ ա մա պա տ ա ս խ ան ար ա ր ՜լ , և /. ! Հ ում դ int, վ <
տվյալ դելղքոլմ, նրանց արտահայտությունները (®)։ ինչպես 'll ա և

Ա* Դրի կների և պտտման մակերևույթների համար հ ա մ ա պա ս, աս խան ա ր ա ր (5) և j («a) . 
և (6c)} բնութագրող ինվարիանտ հ ա յտ ան ի շն ե րը> Այգ հայտանիշներր համարվեք են
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ն ու նԼ g ո ղ ( տես [ •> \ ) ՜» ա յ < 
У ե /ի է ֆ I» կտի у ղ է ր ուն ե Ն !

Ա սակայն տվյալ խնղրում ռ ղ տ ա ղ ո րծ մ 
ա պ t и ց ո I ց վ ա ծ թ ե Ո ր ե մ ն ե ր ր վ ե ր ա ր ե ր վ Ոէ յ

են (lij) Цш11ц1’ այն հատկություններին) Որ ոն ր մինչև հիմա նկատված չ 1Հհ /. ղ ե յ ա ц 
ցինիկների կողքից» ր ր մակերևու յթների նշված ղասերն ուսումնասիրվել են (ltj )֊ի

Եթե մակերևույթը 2֊րյ Է,սր՚էՒ է 9 ապա նրա վրա թ ար ա կտևր ի ստի կ ցտնցր Կողաց֊ 
• նց Հ ( / թեորեմ )• Այս թեորեմի ապացուցման համար օցտվում ենր (llj ) ցան ղի

տությունից։ Z - ղրաղիենտչեըիշե յան Zi տենղորի (8) արտահւ 
և րավարար պայման է Կողացցու 

(*•/'7 թեորեմը), որ (hj) & էԱնցր 'h
ն ե ր ի վր ա 1Լէէ տ հի ն թ ե որե մ

րոլթքսյն ղծերի ցանցը ի ղ ո in

и աЪ > րամ ե շ ա
ցանց լինելու համար! Նման ձևով ասլացու ցվում Լ 
յն հատկու թյունն ունի նաև պտտման մակերևույթ֊ 
ես հ ե տ և ան ը րիում է, որ կ վ ա ղ րի կն ե ր ի վրա կո^

Եթե մակերևույթի վրա ցտնցի չերիշևյան տևնղորը ղրաղիենտ Հ, ա ւղ ու տ 

и ո .//./• 4ային է: U,‘4 tut) iil ք{ ։/ т Л է, որ պտտմսՀե >fա 1քե ր և ո է. յ ի1ն ե ր Է

ցանցը օմտվտծ Լ այղսլիսի հատկոէ թյսւմբ

տ ( թևորեմ) խ ա ր ա կ ա ե ր ի ս տիկ
iinLiq տաւ, որ >ւ1ւռմոո մ IJJ և երե ոլւԱ ъ

ների վրա (lij) ցս*նցր կոնֆ ո ր մ ղե ո ղ և ղ ի կ էք այսինրը ց ան ց ր կոն ֆորմաս ի մ ան յան ձևա- 
փոթության ե'հթարկելով ղասն ում է ղ ե ո ղ ե ղի կ ցանց (1^րղ թեորԼմ): Համողվելոլ հա^

մար ցույց են ը տայիս է որ կորության ՜յ տևնղորը ղրաղիենտ

է) - րղ թ ե ո ր ե մ ր ա ՍՈԼ մ է ա յն մասին, որ ( [ j j ) ց ա նՍԸ 
ցանց է, եթե ղիտտրկվող մակերևույթը փռվող էինելուց րացի 

է: Ւրոք, այս ղե պք ում Zq. Sa = Ot

О մակերևույթների

հ ա վասար ճ ա ն ա պար հն երի 
if ի ա մ ա մ ան ա էլ ոլտ աման Լւ
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