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Кручение призматического стержня прямоугольного сечения 
в условиях неустановившейся ползучести

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 15/1 1961)

В настоящей работе дается решение задачи кручения призматического 
стержня прямоугольного сечения в условиях неустановившейся пол­
зучести и изменения модуля мгновенной деформации материала.

При решении этой задачи будем исходить из нелинейных инте­
гральных уравнений теории ползучести, развитой в работе (г).

Решение рассматриваемой задачи сводится к решению нелиней­
ного интегро-дифференциального уравнения, решение которого при 
степенном законе нелинейности дается в (2).

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим за­
дачу о кручении призматического стержня, материал которого обла­
дает свойством ползучести. Пусть боковая поверхность стержня сво­
бодна от внешних усилий, а к торцам его приложены силы, которые 
приводятся к крутящему моменту .И с вектором, параллельным оси 
стержня.

Поместим начало прямоугольной системы координат х, у, г в 
некоторой точке концевого сечения стержня, направив ось г парал­
лельно оси его образующим.

Положим, как и в случае кручения упругих стержней, что
□ д- — Оу -----  Оշ — иЛ*у = 0,

ех = е = 0.-ту
Тогда уравнение равновесия будет тождественно удовлетворено, если, 
как обычно, положить

хг —
ծՍ

У* — л V

Здесь функция напряжений и зависит только от х, у, { и удовлет­
воряет на контуре Г, ограничивающем односвязную область попереч­
ного сечения стержня, условию

и = 0 на Г. (1.3)
при этом крутящий момент
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Udxdv, (1.4)
о

где 2 —площадь области, ограниченной контуром I .
Условия неразрывности деформаций примут вид

(1.5)

где О (Г)—заданный угол закручивания на единицу длины стержня.
Как известно, в общем случае пространственного напряженного 

состояния, уравнения, связывающие интенсивность деформаций £;(/) 
и интенсивность напряжений а, (^) с учетом нелинейной ползучести 
материала и изменения его модуля мгновенной деформации, имеют 
следующий вид (г): I

. н м<) ('-д 1___ а--
‘ ■ д- ЗО(т)

■ I
■

- |’5|а,.(-))0, (г)^У’֊(л. (1.6)
’ (/ТV *1

Здесь С(/,-)—мера ползучести материала при одноосном напряжен­
ном состоянии, А (г) — некоторая функция, характеризующая нели­
нейную зависимость между напряжениями и деформациями ползу­
чести для данного материала, определяемая из опыта в результате 
испытания на простую ползучесть и нормированная условием Г(1) —1, 
0(0—модуль мгновенной деформации сдвига, т*—возраст материала 
в момент приложения нагрузки, /—время. При этом принято

°' W = J1 б ~’>՛)2 + К “ М* + ֊ °.v)a + 6 (?*.v 4֊ ~2уг 4֊

11.8)
Ь patсмогренком случае соотношения, связывающие компоненты 

деформаций с соответствующими компонентами напряжений с учетом 
ползучести материала, будут иметь вид: I

!

t

il.9)
•1

80



—
( О

тде

6(f)

3,(15)=/^ + ^ (1.10)

Положим, что F (а/) имеет вид

F(az) =а4-рот-1։ (1 Ц)

де а, т—постоянные параметры, определяемые из опыта.
Как показывают экспериментальные исследования, степенным за­

коном вида (1.4) достаточно хорошо описываются опытные кривые 
ползучести в широком диапазоне изменения напряжений 0 < з։ с/? 
для ряда материалов (2). Одновременно опыты показывают, что вели­
чина р является достаточно малым (р < 1).

Подставляя выражение Л (о։) из (1.11) в 
найдем

(1.9) и учитывая

its - 1 ди
‘Х!^Л G(t) ду

d
ду дх

дЩх) 
оу

т -1

(1.12)

dC(^ ')

Внося эти

L dLL
G (t) дх

dU (т) 
а------—

дх

' dU {t) д

dU , /dU \2 
\ дх ) \ ду )

ГП

(1.13

выражения для компонентов деформаций в уравнение
^разрывности (1.5), получим

'.'I’UJ'

(р =



-3ftG(f) U (G) д-С(t- - <А = — 2G (00(0, 
0՜

где А—оператор Лапласа по переменным х и у, а £-квазилинейныи
дифференциальный оператор вида

dU\" . /dU\։

т - 1
2 дя

дх

т -1

д | 
ду ( (1.15)

который представляет собой эллиптический оператор типа Монжа- 
Ампера.

Таким образом, решение задачи о кручении призматического 
стержня в условиях нелинейной ползучести свелось к определе­
нию функции напряжения Щх, у, t) из нелинейного интегро-диф­
ференциального уравнения (1.14), содержащего параметр В при 
граничном условии (7=0 на Г.

Только для упрощения дальнейших выкладок будем полагать, что

G (t) = G = const. (1.16)

Тогда уравнение (1.14) примет следующий вид
t

MJ -о. Д(7(т)/<(/, т) А =

•1 
t

= '^L{U)K(t,-yd^ = -2Gh(t\, (1.17-

•I 
где

/С' 0 т) - 30 • (!•>։

§ 2. Решение основного интегро-дифференциального уравнение 
(1.1/>. Пользуясь методом, развитым в работе (2), будем искать ри 
шение уравнения (1.17) в виде ряда

У. t) = ^kUk(x, y,t). (21
ft=--0

Подставляя это выражение в уравнение (1.14) и приравниввч 
коэффициенты при одинаковых степенях, получим

t I/* I
ДЦ — а ДО„ (т) к (t. z)dt = — 2G9 (0, (2'-1
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12.3)

(2.4)

де

— а I ('г) К (/, т

։ I
Д1/г— а Гд/7, (т) к (/, т) (1֊ — т I £ (Оа, и՝) К ((, т) <Л,

^<4
<)у

дЦ, \ 
ду / дх

гп —1

дщ 
ду 12.5)

Таким образом, решение нелинейного интегро-дифференциаль- 
юго уравнения (1.17) сводится к решению некоторой совокупности 
инейных рекуррентных интегро-дифференциальных уравнений (2.2), 
23), (2.4)... с условием (1.4), причем крутящий момент .И опреде- 
1яется формулой (1.5).

Теперь рассмотрим задачу о кручении призматического стержня 
рямоугольного поперечного сечения.

§ 3. Кручение призматического стержня прямоугольного по­
перечного сечения. Рассмотрим задачу о кручении прямоугольного 
оперечного сечения, стороны которого раины 2а и 2Ь, а начало ко­
ординат находится в центре прямоугольника.

Для определения функции 670(а՜, у, /) нужно решить уравнение 
2-2) с условиями

А/0(х, V. 0—0 при л’= ± а
(3.1) 

Ц>(.г, У» 0 = 0 при у - ± Ь.

ешение можно взять в следующем виде (3)

м 500(0 (х2- а2)(№֊^2) с (х. у, о = ---- ------------ ֊ -------- (3.21



Теперь перейдем к нахождению второго 'приближения. По
ставляя выражение 6/й(х, у, 0 из (3.2) в (2.3), получим

д26А(х, у, О №\(х, у, О
дх2 ду° (3.

где
50'0(0 т

т — 1 , п։ ~
л- \»2 (л*՜ — а2)] 2 ± (т—1) |х2(у2 Ь2)2 4 у2 (л2 — а8)2] 2 у

X |хг (у2 — И2У + у2 (х2 — а2)3 4֊ 4х2у2 (х2 - а2) (у2 - 62)] | • (3.4

Для решения уравнения (3.3) при граничных условиях

(֊\( + а, У. 0 = 0. (3.5;

\ .^(х, + 6,0=0, (3.6
• • , •

՛• ]
умножим его на функцию -т-созХ^у (обращающуюся в нуль пр։

у — + 6) и проинтегрируем ио частям получившееся выражение о? 
у = — 6 до у — Ь. Получим линейное неоднородное дифференциаль­
ное уравнение с постоянными коэффициентами:

где *

дгЦх,к(х, I) 
с1х2 — X- 6/1><г(х, /) = — 4кр*(х, 6), (З.Л

С'\.ь(х, 6) = — С/\ ( X, у, 6) СО5 кк уг/у,
9

(3.8

ъ
1 Г

1} р(А\ у, Г)С05ла

- ь

_ (2/г — 1)«
‘ ‘2Ь (3.1

Общее решение уравнения (3.6) можно записать в 
ви те ■ ՛

следуют?

6А. к (х, 0 = Ак (0 зй кк х ± Вк (/) ей ккх —

Г
~ 2^Т_ 1 I Рл 511 (х —

(| и /^(6) — произвольные постоянные.
Пользуясь 1 раничными условиями (3.5) и соотношением 

получим значения Лк(0 и /?А(0 в виде

ь

(3.8
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- a
a

4b f / /v sh ло (a — z) ^rj m*.o—d^—
— a

dz.. (3.12)

Подставляя значения Л* (О и ВЛ(^) из (3.12) в (3.10), получим 
ыражение £Л,а(х, £) в следующем виде:

Ui, k(x՝ t) —
4b

2k - 1 (shXfex֊ th Afe a ch k*x)
a ji

Pft (z, t) ch Aft zdz
— a

a
- (cth Xfttf sh Aft-r 4- ch Х*х) | p. (z, t)sh\kzdz —I К | । * t/ -a . •• •

ЛГ . • л . • -A /•
9 |

-2shA*A I pk (z, t) ch Aft zdz -4֊ 2 ch Aftx I pft(z‘, t) sh zdz . (3.13)
— Q —<l

осле этого из (3.8) найдем функцию Ц(х, у,/) по формуле

Л-1
U',k И"» 7) COSAfty. (3.14)

Если ограничиваться первыми двумя приближениями, то реше-
ие дифференциального уравнения (1.17) можно представить в сле-
уюшем виде:

U (х, у, t) = 500 (t) 
4

(х2 — G2) (у2 — Ь2) 
а2 + Ь2

+ ? У Gi,ft(X, ОCOSAfty H-0(fJ2).
Л=1

(3.15)

Из (1.3) и (3.15) следует, что выражения касательных напря- 
еннй будут

-„(О = 506(0 а?) у __ g » киу1։{Х։ t] sin xty + о (₽«),
VAf J * * 

Л-1

(0 = 5W) х(у2֊ ^2) _ « ^4ft (л, t)
2 а2 -Е Ь2 ' ах

л-1

COSAfty 4֊ о (₽2).

(3.16)
Подставляя выражение (х, у, О из (3.15) в (1.5), получим вы- 

жение крутящего момента.
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Մ Մ ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ
11ւ ւթյսւՐւկւու 0 հալույթով ։ւ|1’|։ւյ ւք սւ տ իկ ձու|ի ւպււր ււււՐ|> 

ւււււ|քէ է1|ւսէւքւսնհհրոէ_ւք
ոչ հւսււ^աււվէսձ

Ներկա աշխատության մեք քննարկվում Հ ու դդանկյոլն հատույթով պրիդմս^
ձողի ոլորման խնդիրը՝ նյու №Ւ ոչ հսէսէոասէված ԱՈրյ^քէ ե ակՆթարքմսւ յ ին 
մոդուլի փոփոխման *» ա շ էյ ա Ո ո ։ մ ո էխ

Սողքի ՈԷ գծային տեսության հիման •/ րա ք որը դար դաց ված է | 1 | 
քննարկվող խնդրի (ոլ^ոլւքըք աստիճանային ոչ դծայնոսթյան որենրի 

վու_մ է ոչ դծային ին տ ե դ ր ո ~դ ի փ ե ր են ր իա լ հավասարմանը, որի լու_ծմ ան
դործվոէ մ է I ) հոդվածում յարտդրված մեխոդրէ

'/եֆորմսւ^ի

^յխատոլքյ)9 
դեպքում, բևք
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