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Проникание давления в сжимаемую идеальную жидкость

(Представлено чл-корресн. АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 10. XII 1910)

§ 1. Исследование плоской задачи. Рассмотрим изэнтропическую 
задачу проникания давления в нижнее полупространство, занятое 
идеальной сжимаемой жидкостью. Будем рассматривать осесимметрич­
ную задачу. Ось Ох выберем в плоскости поверхности жидкости, 
ось Оу—в глубь жидкости.

Уравнение политропы для жидкости запишется

Р = В (1.1)

Уравнения движения и неразрывности для давления р, составля­
ющих скоростей по осям Ох и Оу, и и г», плотности р и скорости 
звука с запишутся (2):

ди _  1 дР
сП о дх

(IV _  1 дР
ժէ ՜ р ду

(1.2)

третьемВ случае плоской задачи в уравнении (1.2) слагаемое
2 ди 
? дх следует отбросить.

У равнения характеристики 
чая (1.2) запишутся (1):

дх—гг = и + с СО5а, а է

первого семейства для плоского слу-

(1.3)

= V ֊հ րտաօԿ

(</«У +

(Ա
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Пусть условие для давления на поверхности жидкости автомо­
дельное:

О

(14>

х>У։

Будем искать решение с прямолинейными характеристиками. Тогда 
вдоль характеристик имеем и. V, с, а —постоянны. Уравнения харак­
теристических лучей (1.3) после интегрирования (1.3) и удовлетворе­
ния условия в точке Е поверхности запишутся (фиг. 1. луч Л7/Е):

У
Фиг. 1.

х —х' = (и 4՜ ссобя) (/— Е),

V = (у 4֊ СБШа) 11 — Г), (1.5)
2а и —----- г аСС05а,п — 1

2
(IV =------;

п — 1

где х'—координата точки Е поверхности. Е — момент прохождения ха­
рактеристической поверхности через точку Е. причем х' = Е' Е, где 
Е—постоянная для данной поверхности скорость ее вдоль Ох. Для 
самого фронта давления на границе жидкости имеем — V. Умно­
жая первое уравнение (1.5) на сова, второе на $1па и складывая,, 
найдем:
хсова 4֊ у$1па — («сова 4- у$1па -4- с) / = х'соза — (£ 4֊ и) Е\ V = У71?+++

В силу условия х՛ ={'Е и условия для угла с осью Ох ( сова = — 

имеем х'сова — Е (с -■ О) = 0 и

.хсова 4֊ у51па — (/тсова 4՜ ‘Ц51па 4֊ с՝) = О, 

2 Га = ----- 1 \ сов'4асп

(1.6)

причем и, V, ( сохраняют постоянное значение вдоль характеристик. 
Уравнение Н.6) совпадает с поверхностями уровня для плоской авто­
модельной задачи (3).

в случае линейной постановки поверхности уровня (1.6) движутся 
( постоянной скоростью и решение на фронте дается первой поверх­
ностью уровня ?'= V и Р = Р, Ра( И)-постоянно.

24



Для случая произвольного давления на границе

Р(х, 0. (X. О 

о

решение изэнтропической задачи было получено с помощью обобще­
ний поверхностей (1.6) ( '). Однако для перехода к линейному случаю 
этот метод мало пригоден. Лучше искать огибающую волн Римана

(д- _ х')2+ / = (^4֊ О^2([-/')2

О ~ |///2 л- V2 ,

подчиненных условию х' = л/?(Г). Тогда решение запишется

(х— л/?)2+ у2=- (я։ 4֊ О)2 и - Г)2

- (х—д/?)Х/?' = (а} 4֊ 67)2(/ — /') -|֊(/ - Г)2 О 
дГ {ах + и}2

с = ал (х', и = ֊—
Р(/о

(1.7>

В линейном случае а1 = сп и уравнения (1.7) на фронте волны в жид­
кости АВ (фиг. 1) дадут первую поверхность, соответствующую 
фронту на границе (Х=1). Уравнение (1.7 в линейном случае сов­
падает с огибающей волн, идущих с постоянной скоростью звука, 
образованных на границе жидкости движущимся фронтом (V

При этом на фронте имеем

с = (х', Г) а-'= R (Г). (18)

11олученное упрощенное решение в линейном случае показывает, что
для произвольного давления (л', /') метод наложения волн Римана 
верен только для закона скорости /?'(/) близкого постоянной. Для 
любого закона R՛ в линейной задаче (5) существенную роль для 
затухания давления играет ускорение . и решение, приведенное 
выше, будет завышенным значением для решения на фронте. Выве­
дем формулу для давления на фронте в линеаризованной задаче. Ус­
ловия совместности на характеристике системы (1.2) запишутся:

и

АВ (фиг. 1), и = £/со5а, у — С/ьта. а —угол наклона луча МЕ с Ох 
в точке Е (фиг. 1).
1 Поскольку скорость на фронте направлена по нормали к фронту.
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используя (1.3) и равенство имеем

вместо (1.9) условие:

Обозначим через 5 длину дуги характеристической кривой АВ. 
ди / да \ / \видно вдоль АВ: I 5^па / 05а’ пРичем

Оче-

есть

кривизна кривой АВ в точке Л1 в момент I. 
между давлением и скоростью на фронте для

Учитывая еще связь 
небольших давлений

(1.10)

получим вместо (1.9) соотношение вдоль луча МЕ в точке М:

дв л п \л 1радиус кривизны АВ в точке Л1; причем—гЛИ Соггм

а г0(Е) радиус кривизны фронта АВ в момент V в точке Е

фиг. 1). Из последнего соотношения, интегрируя, имеем в точке -И:

А (Г)_1

^0

Эта формула была получена нами ранее лучевым методом (5).
§ 2. Осесимметричный автомодельный случай. Пусть теперь 

граничное условие дается (1.4), а уравнения движения — (1.2). Опреде­

лим решение на ударной волне. Введем координаты ;= т] = у. 

I огда в силу автомодельности компоненты скорости движения, дав­
ление И СКОРОСТЬ Звука 1)х, (иу, Р И С будут ФУНКЦИЯМИ ОТ ?. И 7]. 

равнения характеристик автомодельного движения легко получить 
из уравнений (1.2), записанных в переменных 5 и ц. Для уравнения 
характеристики первого семейства (линии А'В’ фиг. 1) получим:

(2.1)

или, поскольку для волн, догоняющих фронт и движущихся по не­
возмущенной жидкости, скорость на фронте нормальна к фронту, 
имеем: 1
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> (Р{ с 4- и7| - — -
(1г со$а

т»г = О 5) па, V՝ — Ос о ха, -!‘ = — Ща
✓7

(2.2)

а—острый угол кривой А'В' с осью Ох.
Уравнения совместности на характеристике т((=) запишутся:

с1Р с1и
К2 (1

б/г»у
*

сГс *
(23)

2

Гх
V

С помощью (2.2) уравнение (2.3) можно переписать в виде:

(1р 2 сП/ йа ££/рг251па 1
с + Рс >в՜ “ ПГОБаОрс- ---- ----------?-------ттт— • — =0.а; «с а; ;—с$1па - £А1па : (2.4)

/Для строгого решения задачи нужно совместно проинтегрировать (2.2) 
и (2.4). Для изэнтропического случая достаточно полагать вместо 
уравнения (1.1), что:

где а0 и р0 скорость звука и плотность невозмущенной жидкости, 
причем последнее равенство в (2.5) получится интегрированием ха­
рактеристик второго и третьего семейства и верно для областей близ­
ких к фронту. Можно искать решения (2.4) в виде рядов по степеням
Р Л,֊и—. Учитывая, однако, что в линейном случае лучи (1.3) прямые

линии, можно для небольших

пом, содержащим кривизну

~— в уравнении (2.41 Ви
ср .
7/х

пренебречь чле-

с1Р ЛР Р 51па 1
----  4՜ — — с---- „•-------- --------- тт՜.— ■ — =К ро<*о Роао՝—£51па—е/хша $ (2.6)

I Если подставить (2.5) в (2.6) и отбросить малые выше второго ио- 
рядка малости, легко потупить для Р (;) линейное обыкновенное диф­
ференциальное уравнение. Если отбросить малые второго порядка, ре- 
Ьение (2.6) запишется:

I /> = А I ; ~ а051па_, (2.7)



где постоянная вдоль поверхности Д /> величина .4 находи) ся из гра­
ничного условия в точке /V: 

при ^1па/> Р/МГ)г, = О

Окончательно имеем вдоль А'Н'

_ . Г \ — Яп81па , / с 
И)! —у— (2«)

Исли оставлять малые второго порядка в левой часчи (2.8), поя­
вится оно.и։и тельный множитель:

// —* 1 1
4/0/ /,|/։" 1; 1 + -\Нп , ՝1>а *•

с

Подставляя (2.8) в (2.2;, найдем дифференциальное уравнение в 
автомодельных координатах щ произвольной характеристики А'Н'
(фиг. I 1

(2.9)

причем |раничное условие при т( = 0 будет ; (точка А՛ (|)иг. 1 ).
Подставляя вместо г и и их значения через ; и Г из (2.8) и (2.5), 

интегрируя, получим уравнение ц /щ;, ;') характеристик, обобща­
ющих плоские поверхности уровня (1.61. Сами функции (/< р, с, С/\
не постоянны и даются (2.8) и (2.5). Записывая еще формулу для 

скорое։ и ударной волны I) о под­

ставляя сюда характеристики г] — т| (с. ;'). получим вдоль фронта 
ударной волны дифференциальное условие для Г (;) при условии 

Для давления на фронте имеем (2.8). Решение найдется 
как и в (3).

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

и. Я риячпьч.

А<'С,Г։։,Г‘ р1и<||Ц|(|<||,| |Гр иЬ||(ГЬф |н)1,1и(1и1|(11Г> I»>• Г|. 1||.

и...и,Ърп. 7 7/, .о,.,/,/,./,,, ,/ 4 и^,,, /,/, ,//,у шшршЛ-

<Iu.1i ш и шЪ// /> и. и /../1. ,п /< /| // /»Ъ ч 1<1<Ъ Ь р/, I

:.и,.р и.<1и,пап.11чич1.1. 4 „(/,։/։иа, пр ,ич,.1.Ги.ч,
1«.иГи.11.„1.г/„1.п1111Ш-1,Ь1Г 1п11Ъ1։Ъ А ,и1>ч ви11и/11 и/11^

28



ш К ирн*! I 11} 1и,1 19 7 / 111 11 /м,*7/’А 7^*7/'"' »/ р Ъ 1Н р ш у у» I111 /«//мм/у» н 9И ш и»! п ։ • ( /, /уЛм/у/,7/

у"«<Ьм,/уо пугу» им»о»ууубу /.у» Л Ш} р№ тШ*Ъ рП1 л! ^ич»шг(ш)Н9и )ЬЬ >1К р пг("*1։

1ЬчнЪ!/^Ши11»Г Ьвпр^!/ 11>//.»ГМГ/МуЛу„/?/,71 1иЬЧ1919 ‘р**ЧРП1'Г ./ / /.7/М»ЛГуу1М1у

у7пм/гД/у|п‘/»Лу7* Л “ч1ч,Ь Ч‘п'Ыч"‘ ^1»РпЧр ри»/,и»1ГпЬ уг/|«г1л/*/у
р ш -

Л и» -
/уЛу»/|И« у^О/Ауг/» ф П ри»1(1/ /. уу п । р ри!» // Л р Ш(п у / // Р к ф}) ш у» /<7/ у» 1ит 11ш111п !, 111ш ш Ш9тлрл1 шЪ

1*р1ц999Г'9 "*«•**•/ "/• »•• Р }••• р» "“ч !• (• »>Ч» у. /уу*/>у«у//б ии^п рш!(1иЪ

уД|//у 4 шшпр1Ч »<7уЛугД , п/иЧвг/ у т ? /II А [в фпи»*11 ( и/II н/ь уу »И/1 1и Л Н I/

1/Л /и//<7/ 

"ч1ч‘1՛

Ч /• ф А у» Л 7> • 

'и9л*1 1и^9)

ЛИТЕРАТУРА - 'Ь Г II. Ч II. Ъ II !• И* Л II 1՛ Ъ

1 /Л //. СгПйнюкович, 11еусг<1Н()нивп1иесм движения сплошной среды. Госгехиз- 
даг, М., 1954. ■’ //. Е. Кочин. И. /1 Кабель. Н. Н. Розе, Теоретическая гидроме՝ 
чаинка. Гостехиздат, М., 1956. ’ А. Г. Багдаев. .Ишестия ЛИ АрмССР', № 3 (1960). 
4 А. /՝. Багдаев и Э. М. Нерсисян, ДЛИ АрмССР, г. XXX. № 3 (1960). ։ А. /. Багдаев. 
ДАН АрмССР, т. XXVIII, № 2 (1959).


