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Об изгибе ортотропных пластинок

(Предстанлено чл.-корресп. АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 29. XI 19601

Рассмотрим поперечный осесимметричный изгиб круглой орто­
тропной пластинки радиуса а и постоянной толщины Л*. Предпола­
гается, что материал пластинки обладает свойством цилиндрической 
анизотропии, ось анизотропии которой перпендикулярна к срединной 
плоскости пластинки и проходит через ее центр. Полагается также, 
что плоскости, параллельные срединной, являются плоскостями упру­
гой симметрии.

В основе лежат следующие предположения:
1) касательное напряжение по толщине пластинки меняется 

по закону квадратной параболы, т. е.

2) нормальное напряжение не оказывает существенного влия­
ния на величины деформаций егг,

3| прогиб ад не меняется по толщине пластинки.
। Принятие такого закона распределения 'г: 
*как уже было показано (2), не ограничивает 
ниже результатов.

Основные соотношения и уравнения для

по толщине пластинки, 
общности полученных

рассматриваемого слу-
чая могут быть выписаны из (3). Имеем следующие выражения: 
I для перемещений

&№ 1 / Л2 г3 \и dr 55 q (2)

иг = w
ля напряжений

= в dr2
1 dw 
г dr

С учетом гипотезы Кирхгофа эта задача решена С. Г. Лехницким |.
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(3)

для моментов и перерезывающей силы

/^—модули упругости соответственно R радиальном и танген­
циальном направлениях, *0 — коэффициенты Пуассона (Ег^ = Е^г),

— = 0' модуль сдвига для плоскостей, нормальных к срединной
5 о

плоскости.
Уравнения равновесия сводятся к следующим двум уравнениям:

б/3 к» п </2к՛ п 1 с/ю
гГ (1г* г с/г- 0 г с/г

(6)

которые могут быть приведены к одному дифференциальному урав­
нению третьего порядка:

б/3ге՛ 1 й2ю
с/г3 г с/г2

/13с , 6(1— А>2) Г „ . 6 с!7. К1 1— к2
ПйУ + - —ЬКг — 1 - 5Л сГг" Ю ~Р~ С (7)

. 2 Е.где к =—, с —произвольная постоянная.

Рассмотрим круглую пластинку, опертую по контуру и подвер­
гающуюся действию равномерно распределенной попе-
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речной нагрузки интенсивностью q (Z— q = const). В этом случае- 
решение уравнения (7), при k =# 3, имеет вид:

W = А 4֊ Вг'+к 4- Erx~k 4֊ qr4
8 (9 ֊ k'~) Dr

hAcr2
24(1 -k։) Dr

Zqa^r2
10Л

Л2а55с1пг
10 (8)

Ввиду отсутствия угловой точки в центре пластинки и конечного 
значения прогиба центра, постоянные Е и с нужно приравнять нулю. 
Постоянные А и В определяются из граничных условий, которые 
имеют вид

тс» = 0

d2w
dr2

vo div 
r dr = 0, при г — а. (9)

Определяя постоянные А и В и подставляя в соответствующие фор­
мулы для прогиба, напряжений, моментов и перерезывающей силы, 
окончательно получим:

qa*
•ТО) = - ---------------------------------

8 (9 ֊ A2) D
(3 — k) (4 4- k 4- vo) 4(3 4-vq) /r\k+l

U +^)^4֊v0)՜ (1 -ь А) (Л 4- )

(Ю)

qa2
2(9 ֊ k2)Dr (H)□00 = Вfj I z

A/r = q (3 4- vo) a2 
2(9-A2) (12)

Af0 = Qa2k2
F(9 ֊ A2)՜

(13)

Формулы (10) —(13) справедливы при любом к. 
Наибольший прогиб (в центре)

19



^’тах —
дал (4 4- £ 4՜ | _

8 (3 п- /г> (1 + Л) (/г 4֊ *о) Вг

(3 |- /г) (14- /г > (/г 4֊ ) Л4Л2 
+ 5 (4 4- к 1֊ ^ ) (1 — ) 6'а8 (14)

Моменты и перерезывающая сила не отличаются от соответству­
ющих величин, найденных при наличии гипотезы Кирхгофа. Как уже 
было отмечено (4, величина моментов зависит от отношения мо­
дулей упругости. При /г > 1 моменты в центре обращаются в нуль, 
а при £<1 неограниченно возрастают при приближении к центру.

Напряжения же содержат дополнительные члены, возникающие 
от учета касательных напряжений тг/. Поведение их при приближении 
к центру аналогично отмеченному выше для моментов. При к >> 1 — 
напряжения имеют конечные значения, равные поправке, а при 1 — 
неограниченно возрастают.

В отличие ог классической постановки радиальные напряжения 
по всей высоте контура не обращаются в нуль, но их равнодействую­
щая и ее момент равны нулю, что и требуется при удовлетворении 
граничных условий „в среднем“ (4). Возникающие таким образом до­
полнительные напряжения не окажут влияния на распределение на­
пряжений в пластинке на некотором расстоянии от краев (5).

Второй член в квадратных скобках в формуле (14) представляет 
поправку к гипотезе Кирхгофа от учета поперечных сдвигов, величи­
на которой зависит как от геометрических размеров пластинки, гак и 

. ЕГвеличины к и отношения • (/
В случае действия сосредоточенной в центре силы

(<7 = 0) решение может быть получено из (8) при с == 6 Р получа­

ющимся из условия равновесия части пластинки, вырезанной в форме 
круга произвольного радиуса р). Постоянные А \\ В определяются из 
условия свободного опирания по краям, которые в этом случае на­
грузки принимают вид:

гс» = О

Л </да ЗРая (1 ֊ )
т 7 аГ7------ 5/77— °’ |,ри ՛՛ = а- ՝15)

Окончательно для прогиба, напряжений, моментов и перерезы- 
вающей силы (при к ф 1) будем иметь:

гг, _______________ (1 — к) 12 4՜ к ֊1 ՝?о) 2 (1 ֊|- 70) /г \*+1
■ 4ж(1 - (* + ч)(14-А) ~ (Л -о (Т) +

ЗЛ\2351п
(16)
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Как и в случае действия равномерно распределенной нагрузки.
моменты и перерезывающая сила не отличаются от соответствующих 
величин, вычисленных при наличии гипотезы Кирхгофа.

Напряжения (17) содержат поправку от учета касательных на-

пряжении и, независимо от отношения , неограниченно возрас-
г

тают при приближении к центру В классической постановке это яв­
ление имело место лишь при £<1.

То же происходит и с прогибом (16). Этим уравнением можно 
пользоваться для вычисления прогиба во всех точках пластинки, не 
очень близких к точке приложения нагрузки. Указанное явление имеет 
место и в случае изотропной плиты (в).

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ջ Ч. ԻեՇՏՄԱԼՋՅԱՆ
Огро8ГШ1| ււա|Լ՜ր|ւ ծրււքш(1 ւքւաւիհ

7*/» տար կ վոլ մ է (I շաոավիղ և հ հաստատսլՆ ունեցող կ^ր օրխուորոպ սալի աոսւնրյ֊ 
րսւււ/ւ ւք 1»ւքւր1ւ/յ ծռում 11,յ4 եիրխհոֆի հիպոթեղի առկայությամբ լուծված է

1ք • Լե խն ի ց կ ո ւ

Հև տա ղոսւութ յաՆ հիմքում ընկած են հետեյայ ղուն 6 չու թ յ ո ւՆՆ ե ը ր .

շոշափող լարումը ըստ ս ա ]ի ա սւոՈ ւ 1/1 յան փոփոխվում Լ տրված օրեՆրով | :

*• 0? Նորմա] լարումր Էական տղղեցութ յոէՆ չի ղոըծում € ր ե (_ք ղ ե ֆ ո ր մ ա ց ի աՆ հ - 

/7’ 7/’"'»
./• ՀՕ ձկվածըր շ ի փոփոխվում րստ սա] ի >ա սաության’>
էԼյսաեղ ղիաարկվող ղեպրի համար հիմնակաՆ ա ոն չուխ յոլՆՆ ե ր ր և հավասարում-

նեւ՚ր №րցվւսծ եՆ | 1 ) աշ խա տ ա



Լուծված են եւյրու/ աւրստ հենված կ/пр սափ ծոմ ան վերաբերյալ երկու խնդիրներ 
հետևյալ րեոնվածու թյունների ղեպբում' I) երր դիտարկվող սա/ը ղտնվում Լ ամրող} մա­

կերեսով հավասարաչափ բաշխված րեւվւ տակ* * ) երբ սալի կենտրոնու մ աղղոլմ է կեն-

տրր ոն ա ցվա ծ ու.մ>
Այստեղ ցույց Լ 

և կտրող nt.il երր ч են

•ո
ւո и/

Կիրխհոֆի հիպոթեզի առկա յոլթ յամ րէ ինչպես նշվել ք1)* այ7 մոմենտները կախված //Ն

աո ա ձղ ա կանո ւ թ յան մողուլն երի հար արերութ յունից ( Է 
к I մոմենտն երբ սալի կենտրոնում ղ աո հու մ են ղե 
կենտրոնին մոտենալիս անսահմանափակորեն աճում ենք 

կոէ մ են 1բէՈ!յսլցիէ անգամներ, ո ր ոն ր աոահահում են Т/

| էհ /էր )։ Ըստ ո ГГ

րւՒ
/րուսսսրր այստսղ սլարուսա- 

շոշափող լարումների հաշվի

է հ ա ր ա ր ե բոլ ի! յուն ի ց , ն ր ան ր սա 

մերներէ հավասար լ ր ա д ո ւց իչ III իսկ երր ե

աճ пл մ ե ն !

ւեյոտեղ, ի տար րե րու թ յուն կլասիկ տեսությամբ ստացվող ա րղ յո, նրնե րի ց է Հրք 
'հորմալ լարու մներր սալի եղրում րոտ հաստության/ նա յնարար ղերո չեն դաոնում, րայց 
նրանց ղլխավոր վեկտորը հ ղլխավոր մ ո մ են ա ր հավասար են ղերոյի, ո ր ր և ապահովոէ մ Հ 

եղ բային պայմանների րա վարար ու մը < մ ի Հ ին } իմաստով ( 4 ) է

(“} րանաձևի մեծ վւակաղծի մ ե հ ղրված երկրորղ ւսնւրւււքր ի 
/ կլասիկ տեււու թյամր հաշված ճկվածբի ճշաումր րն ղ լ սւ յն ա կ ան սա 
շնորհիվ, որի մեծությանը կախված կ ինչպես սալի ^սէէիերիւյ, այն.

Հ# երի հւս л 7/' ա ք,ն ե լ пл

ե եՆ տրոն աց ված ու լ и ա и

մոմենտն երր ե կուր ող ոլմերր շեն տարբերվու./ իր 
/*/’.7՝ որոշված եիբխհոփի հիսլոթևղի առկա յոл թյ ա մր !

մ ե ծ ութ յունն ե -

ա

սիկ ցրված ր ի ղեպբում տեղի ունի միայն,

ա հ ղամներ, որ ոն բ անկախ к հար ա ր ե բութ յուն իէյ է 
1 հ ւո ր ո հ ի հ մ ո ա ե ն տ լ ի и է Այ ղ ե ր ե ու յ քմ ր խ ն ւլ րի կ լա-

ձկվա ժ ր ն ե ր ր նույն սլ ես, ա ն կա /и 

մեծ է Այղ սչւստճաոով, ճկված բներ ի
համար ստացված [ 16յ բանաձևից կա Րեւի 4 о 7,ո*/ I Ւայ I' 111111Ւ հ սէէ՛ո*^/'ն
Լեւոե/ւում ս եմ ած ոն ե որ հա^մեւհսւ
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