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1. В заметке (х) было введено понятие сопряженных многообразии 
поверхностей, принадлежащих гиперквадрике в пятимерном про
ективном пространстве Р5 (2). Мы здесь дадим краткое описание спо
соба получения этих многообразий.

Если точка рх принадлежит гиперквадрике то квадратичная: 
форма, определяемая плюккеровым произведением (-՛՛ ’) <1рх\-
устанавливает поляритет на касательной (в точке рх) гиперплоскости 
гиперквадрики (£■. В этом поляритете каждому подпространству 1.т, 
иницидентному точке рх и касательной гиперплоскости, полярно соот
ветствует определенное которое также принадлежит к касатель
ной гиперплоскости и проходит через точку касания (рх). Нулевые линии 
формы \с1рх (1рх\ называются асимптотическими линиями гиперквадрики 
(22. Касательные прямые к этим линиям в каждой точке рх совпадают 
с образующими прямыми (?• и все вместе образуют՝ асимптотический 
трехмерный конус К֊ второго проядка с вершиной рх. Поляритет фор
мы \dp-L йр.^ совпадает с полярным соответствием конуса А-’. Много
образия, полярно соответствующие друг другу относительно конуса 
Ку называются сопряженными.

С помощью этих многообразий в 11) было получено одно преоб
разование данной конгруэнции (в конгруэнцию) по направлению лю
бого семейства линейчатых поверхностей, принадлежащих этой кон
груэнции.

В теории поверхностей (2 , 1՛) хорошо известно преобразование 
поверхностей (с помощью конгруэнций) по направлению любого се
мейства линий, принадлежащих этой поверхности. Здесь мы рассма
триваем аналогичную задачу для конгруэнции.

Пусть точка рх в Р5 описывает двухмерную поверхность (рх). 
т. е. конгруэнцию в Р3. Касательной к каждой линии поверхности 
(рх) прямой полярно (относительно /<-) соответствует некоторое



трехмерное А3. Последнее пересекается с касательной 2-плоскостью 
поверхности (рх) по некоторой А'. Направления и /я называются 
сопряженными в конгруэнции (/7։) (1). Характеристика подпростран
ства £3 вдоль есть 2-плоскость 12, которая имеет с касательной 
2-плоскостью поверхности (рх) только одну общуюточку Ь. Аналогичную 
точку р' мы получим, если переменим местами и Ь\. Способ по
строения точек р и р' в Р3 приведет к обычному преобразованию 
Лапласа. Прямая рр' пересекается с (2^ в точках р\ и р\. В Р3 каждая
из прямых р\ и р\ лежит на одной фокальной плоскости и проходит 
через другой фокус конгруэнции (рх). Конгруэнции (р։) и (р,) в даль
нейшем называются преобразованиями П конгруэнции (р։) по сопря
женным направлениям (линейчатым поверхностям) и Ьх.

В этой статье мы рассмотрим некоторые свойства П преобразо
ваний конгруэнции*.  В работе применен метод внешних форм Кар- 
тана (5).

* Ряд других свойств рассмотрен в (։։).

2. Инфинитезимальное перемещение тетраэдра А2 Л3 Д4 оп-
ределяется дифференциальными уравнениями

dA, = wMi,, i, j, k ~ 1, 2, 3. 4,

где w*  линейные дифференциальные формы, связанные структурными 
уравнениями проективного пространства

£)«>*  = (5).

Из уравнений (1 непосредственно получим 
dpi = Ojpn. I, п — I, 2, - • - 6, pj = (i4j А»),

Pi ~ (Аз 'А)» Рз ~ (^2 А3)» Pl — GA 'А)։
р5=М1Л3), /70=(Л1Л2), 0} = ш] 4-ф2,

6՜ = 6J = 6® = 6’ = О*  = 6*  = 0, 62 = — 03 == U)3,

6} = _ of = _ = <4 = _«|=о*.

02 = ul3 + <„4 М— =«=.»’, -044 L 4

^ = ֊« = 4 Ч; = -'>5=< ^ = -'4 = ^. '4 = 4+4 (2) 

о] =+ of = ш՛ + «>;>, о» =+ „4 os = - oj = «.՛,

Дифференциальная
пин (Д։.4г), отнесенная

окрестность до 4-го порядка луча конгруэн 
к тетраэдру 1-го порядка, определяется сле

дующими дифференциальными уравнениями (см. (*),  стр. 344 — 349)
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о>1 = 0, ш*  = ат՜'' —

Др = ур2<.»*,

<»՝2 = ри.’ 4- ую*,

Ду = р2(о] + уш*,

Дз И1։°2»

Да։ = Ипи։2> (% )

Д31= ЗпшЗ 4- 7р12ш*,  др^ар^ш? 4֊ р22ш*  Ду2=- р22и>՛’ 4- у22и>*  
и формулам», полученным» из этих заменой указателе»: 1 на 2,3 на 
4 и добавлением штрихов при коэффициентах а, р, у с любыми ука
зателями.

Касательная гиперплоскость квадрики ф*  в точке согласно (2) 
определяется грасмановым произведением п>ти точек \рхр^рх рь рв), а 
асимптотическое многообразие—дифференциальным уравнением (аг р} 
Рх Рз Р\ Рз Ра) — О» которое в силу (2) эквивалентно уравнению

{ С1рх (1рх [ = ш? (О*  — (о*  и)1 = 0. * X ՛ (4)

Если первое семейство линейчатых поверхностей конгруэнции 
(3) определяется уравнением

ш*  = Л<1»3 £ А (5)

то его сопряженное семейство линейчатых поверхностей, согласно 
вышеизложенному, определяется с помощью полярного уравнения ле
вой части (4). Сопряженное семейство определяется таким образом 
уравнениями (3) и

<о*= —А0)3. (6)4» А
При помощи только одного дифференциального уравнения |6) точка 
опишет в Р5 3-поверхность с касательной 3- плоскостью (/?1։ др4 4՜ /4՛ 
РьРь)- Характеристика последней 3-плоскости вдоль сопряженного на
правления (5) есть 2-плоскость

! 4- ^2)рх ֊ 2 ('Р} 4 р3)> 2'А — (а — 2՝к$ — Т>* 2) Ръ

Ырв-֊ (— 1'֊ 2՝4'֊*'хг)л!, 7)
где с

С11пл 4՜ «»1 4՜ °>4-- °»2--- <°з = Х1Ш1 + (8)

Двухмерная плоскость (7) является образом второй серим пря
молинейных образующих квадрики Ли линейчатой поверхности (5) 
(6՜8). Эта плоскость и аналогичная плоскость для линейчатой поверх
ности (6) пересекаются с касательной плоскостью поверхности (р}). 
каждая по одной точке

р (а։ 4֊ >Х)/4 — 2 [лр4 4/?31, р՛ =(Х։ -- й^)рх— 2 (— чи 4֊Рз • ($)
Прямая рр' пересекается с гиперквадрикой <7*  в двух точках

Р\ = Х1Р1 ” 2^3’ Р\ = ЧРх ~ 2Рл- (Ю)

Эти точки являются образами прямых трехмерного пространства. Эти 
прямые описывают дне новые конгруэнции, названные нами преобра



зованием П. Очевидно, что прямая р\ проходит через первый фокус 
/Aj луча конгруэнции (/4гД2) и принадлежит фокальной плоскости

Л2 Аа прямая р\ — через второй фокус А, и лежит в фокальной 
плоскости А2 Л3. Так как конгруэнция определяется с произволом 
двух функций двух аргументов и после задания конгруэнции ее пре֊ 
образования II однозначно определяются заданием функции л = л(/ги), 
то конгруэнция и ее преобразования П определяются с произволом 
трех функций двух аргументов.

Для краткости выкладок два ребра Ах А3 и А2А4 совместим со 
вторыми касательными фокальной։ сети конгруэнции (ЛХЛ2), а два 
другие ребра ЛХЛ4 и Л2Л3 с прямыми р{ и рг В результате такого 
выбора координатного тетраэдра из 3) и (10) получим

3 = 0, ?' = 0, ах = 0, Х2 = 0. (И)

Дифференцируя внешним образом уравнение (8՝ и раскрывая 
по лемме Картана, в силу ill) получим

-<оз ~ ' п1”։ 4՜ ^12<О2» - 2«)֊ = a21u)3 Х22иф

(12)
Z12— л21 = 2(аа'4- 77').

3. Положение прямых (10) зависит только от Хх и Х2 и уравне- 
нение (8) показывает, что если л является его решением, то сХ(с=соп8П 
гоже. Из этого следует, что преобразования П по направлению 
<•>2 — совпадают с преобразованиями П по направлению = <?).«>■/. 
В заметке (՛) было получено много линейчатых поверхностей (7, кон
груэнции. которые обладали известными геометрическими свойствами. 
Их общее уравнение можно написать в виде

= с 1/ (13)

При с — | —1 мы Из (13) получим линейчатые поверхности, со-
огве।сгвующие асимптотическим линиям первой фокальной поверх
ности. При с =- + 1 получим гармонические линии той же фокальной 
поверхности (б 9), т. е. получим такую сопряженную сеть на 
первой фокальной поверхности, соответствующие линейчатые поверх- 
носги которых тоже образуют два сопряженных семейства. При

± (=• + М 2 ) (г — ± 1, ех = + 1) получим линейчатые поверхности 
1 и I. л. (о поверхностях (7/ см. (՛)>. Аналогичные линейчатые по- 

верхност <7. получаются и для второй фокальной поверхности кон
груэнции. Для кошруэнции У/ каждая линейчатая поверхность (7/ 
(овпадаег с <7/։ 1ак как эти линейчатые поверхности определяются 
дифференциальной окрестностью 2-го порядка, то в дальнейшем мы

назовс м линейчатыми поверхностями окрестности второго 
порядка луча конгруэнции.



Таким образом: все преобразования П данной конгруэнции но 
различным линейчатым поверхностям окрестности 2-го порядка 
приводят только к одной паре конгруэнции (р3), (р.։).

4. Рассмотрим случай, когда преобразования П (пара П) со
ставляют пару 7 (3). В работе (։) было доказано, что две конгру
энции составляют пару Т тогда и только тогда, когда касатель
ные плоскости их образов в Рь пересекаются по прямой линии Со
гласно условию нужно потребовать, чтобы конгруэнции (Л։ А,) и (Д2Л3) 
составляли пару Т или, что то же самое, чтобы касательные плос
кости к поверхностям (р3) и (р4) пересекались по прямой. Касатель
ные 2-плоскости к поверхностям (р3) и \р4), как следует из (3) и (2). 
определяются грассмановыми произведениями

Г'Р5---- Рг 4

(14)
К

Рч~ ~֊г Ру •

Эти две плоскости пересекаются по 
тогда, когда выполняются равенства

прямой линии тогда и только

аа ' = 0, 21 -о, 7 ^22 —

Первое уравнение системы (15- показывает, что (41.42) является кон
груэнцией У7. Итак, для того, чтобы пара И образовала пару Т, 
необходимо, чтобы исходная конгруэнция была конгруэнцией П'7. 
Интегральное многообразие, определяемое системой (15 , зависит от 
тести функций одного аргумента, и эта система не допускает осо
бого решения.

Как известно <2), развертывающиеся поверхности конгруэнции 
(р31 определяются уравнением |др3 др3} = 0. Эта теорема нам помо
жет легко найти уравнения развертывающихся поверхностен конгру
энций (о3) и (/?.,)

4՜ >42 " 2а77 (°*?) 2 = 0.

(16|
/։22'"2Ш1 4՜ >՝21 (%1՝2 4՜ 2*7  б'З)2 = 0.

В силу системы (15) из уравнений (16) вытекает, что разверты
вающиеся поверхности обоих преобразований II соответствуют друг 
другу.

Таким образом: если пара П является парой Т, то разверты
вающиеся поверхности одной конгруэнции этой пары соответству
ют развертывающимся поверхностям другой конгруэнции. Эта тео
рема одновременно показывает, что пара I! не может составить 
наиболее общую пару 7.

Если развертывающиеся поверхности (16) одной конгруэнции 
<Рз) чары И соответствуют сопряженным линейчатым поверхностям
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(Ап = 0) исходной конгруэнции, то в силу (15) другая конгруэнция 
тоже удовлетворяет этому требованию (Х22 = 0), и в этом случае обе 
конгруэнции пары П являются конгруэнциями II .

5. В этом пункте мы рассмотрим случай, когда пара Г1 составляет 
пару Л„Л3՝10). Как известно Р°), пара конгруэнций составляет 
пару До, если она содержит по меньшей мере одну пару линейча
тых расслояющихся поверхностей. В Р5 пара Ло характеризуется сле
дующей теоремой (1): две конгруэнции составляю։ пару /10 101 да и 
только тогда, когда их касательные плоскости в Р5 пересекаются в 
одной точке. Согласно этой теореме пара П составит пару Ло, если две 
плоскости .14) имеют одну общую точку, а это приведет либо к ра
венству аа՜— 77'= 0, либо к двум равенствам Х1а -Т А2։ = 0, а,^ц — 
- ■г,к22 = 0. Первое уравнение показывает, что (рх) является конгру
энцией И7 и так как в этом случае не накладывается условие на се
мейство линейчатых поверхностей на л) конгруэнции (/70, по кото
рым берутся преобразования П. то справедлива следующая теорема: 
преобразования П конгруэнции № по любому семейству линейчатых 
(не развертывающихся) поверхностей всегда составляют пару Ло.

6. Рассмотрим случай, когда пара П образует пару О конгруэн
ций (1։ 13). В работе О было доказано, что две конгруэнции со
ставляют пару 0 тогда и только тогда, когда полярно-сопряженная 
плоскость касательной плоскости одной конгруэнции в Р5 имеет 
общую прямую с касательной плоскостью другой конгруэнции. В 
первая плоскость (14) имеет полярно-сопряженную плоскость

(Рз’ । Рь гР& Рч /и/7в Рд՝
Эта плоскость имеет общую прямую со второй плоскостью (14) тогда 
и только тогда, когда

(17 >

Второе уравнение системы < 17) показывает, что (Л!?!,)—есть конгру
энция V. Таким образом: для того, чтобы пара П составляла пару 
О, необходимо, чтобы исходная конгруэнция была конгруэнцией V՛. 
В силу первых двух уравнений (17) из уравнений (16) исчезнут члены, 
содержащие произведение следовательно, развертывающиеся по
верхности преобразования с фокальными поверхностями (Л0 и (Л2/ 
исходной конгруэнции перескаются по линиям, соответствующим со
пряженным семействам линейчатых поверхностей. Здесь справедлива 
следующая теорема: если развертывающиеся поверхности обоих 
преобразований П конгруэнции V соответствуют сопряженным 
линейчатым поверхностям этой конгруэнции, то преобразования 
II составляют пару О и наоборот.

Интегральное многообразие, определяемое системой (17), зави
ся г от шести произвольных функций одного аргумента.
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7. Рассмотрим преобразования П конгруэнции (Л1Д2) по линей
чатым поверхностям окрестности 2-го порядка. Как уже было сказа
но, преобразования П по всем этим направлениям приводят только к 
одной паре П конгруэнции.

Общее уревнение линейчатых поверхностей окрестности 2-го 
порядка, как известно (7), пишется в виде

а а— <•>., с = օօոտէ.•X 1 (18)

При различных (вообще комплексных) постоянны՝՜ значениях мы по-
лучим различные семейства

2-го порядка. Так как в этом 

последнее обычным образом.
9). Эй=о.

линейчатых поверхностей окрестности-
. . аслучае /. = с | — ,то дифференцируя

в силу (И), (3) и (12) получим

-^2 ~ ՝՛՛ '12 = О, 2>п = ап 2?12

32 I ^22՛ —

— 2) — -^ 22 122

ОО, (19>

= а

21 "

^0

Внося эти значения в систему (15). получим * •
аа' — հՀ = 0, ֆп = 0.

■Эти уравнения характеризуют новый класс конгруэнций R.
(20»

Таким
образом:

Пара преобразований П по направлениям линейчатых поверх
ностей окрестности 2-го порядка составляет пару Т тогда и 
только тогда՝ когда исходная конгруэнция является частям я 
классом (20) конгруэнции R.

|/Хрмянский педагогический институт
* им. X Абовяна

и- ե- ԿԱՐԱՊևՏՅԱՆ

1«ոհգրւ1է եհց|ււսհեր)ւ ձևափոխությօւհհևրր գծավոր ւքակերևւււյթհերի 
ւքիջոգււվ

Հենվելով 1 * * 4 , նշված ա ր ղյունրնե ր ի վր ա այստեւյ ստաղված են կ ոն ղ ր ո լ են րյ ի ա ք 

Նոր ձևափո խ ու թ յուննե ր , որոեր կապված են ա յղ կոն ղ ր ո լեն հհ ի ա յին պատկանող ղծավո 

մակերևույթների հետք

1) եոնղ րուենղիա յի || կարղի շրջապատի ր ո լ ո ր ղծավոր մ ա կ Լ ր և ո լ թն ե ր ի [| Л և ա - 

փոխ ութ յունները համընկնում են:

%) 4փ,սյն Ա կոնղրոէ ենւյիտները կարող են թոէ յլ տալ / ղու յղ կ Ш ղ մ ո ղ II ձևափո- 
խությու նն երէ

3) Т ղույղ կաղմող || ձևափոխությունների երկոլ կ ոն ղ ր ո ւ են ղ ի ան ե ր ի փ ո էք ո րր

մակերևույթները իրար հ ա մ ա սլա ա ա ս խ ան ու մ

4) 11Հ կոն ղ րոլևնցիա յ ի

Յուրաքանչյուր ղծավոր մակերևույթին համապատասխանում են երկու, կոն ղր ո լեն - 

ր ք ո ր ոն ր ան վ ան վ ո լ մ են || ձևափոխություններ*  Ստայլված են հետևյալ արրյյոլնր-

են ։

ձևափոխությունների ղու յ ղ րII
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5) Միայն V կոնղրոլենցիան կարող կ տալ 0 հույզ կազմող II ձևափոխու-

թ յոէ-նն ե ր ։
6) կոնղ ր ուեն ղիա յի Ո ձ և տ փ ո խո» թ յ ոէ-նն և ր ը կկազմե՛ն II ղույղ այն և միայն

այն ղեպրՈէ մ, երր Ո-/» յո ։ ր ա ր ան չյ ո ։ ր կոն զ ր ո լեն ւյ ի ա յ ի փռվող մ ա կ ե րեո լյ թե ե ր ր համա- 

պ ա էո ա ս իւ ան են |/ կոնղրո, ենւյիայի էամալոլծ մ ա կե րե ու.յ թն ե ր ի !> •

7\ Միայն [\ կոնղրուենքյիան կարող կ թոլյք տալ ! ղՈւյղ կազմող || ձևափոխու

թյուններ, որոնր կապված / ին են այղ կ ոն ղր ո լեն ցի ա յի II կարզի շր9ապատի ղծտվոր 

մակերևույթների հետ է
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