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Об одной экстремальной задаче для 
гармонических полиномов

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. И. Мергеляном 2.Х1 1960)

Цель настоящей заметки состоит в установлении точной оценки 
роста гармонических полиномов четного числа переменных, ограни­
ченных по модулю на сфере соответствующей размерности.

1. Произвольный гармонический полином т переменных сте­
пени п в сферических координатах

Г, Ել, Օշ, ... . OflJ _շ , Э 
имеет вид:

п
Рп(г> о։...... 0/л_2, փ) = V r*r<w)(0։.......  0m_2, փ), (I)

Л=0

где через Y/?mJ (fJv 62,..., (Ա-շ, <р) обозначена некоторая сферическая
функция порядка /г.

11уст ь с(лА) (х), /.
/ .— 1
2

соответствующая т- мерному пространству.

/=1, 2,..., —многочлен степени п из системы

ортогональных на [— 1, 1| по весу (1—х2) ՜ многочленов, удовле­
творяющий условию:

п\

Многочлены (х) принято называть полиномами Гегенбауэра. 
Известно (см. напр. С1)), что любая сферическая функция

Г‘т)(0։. 0......... ?)

может быть выражена через некоторые сферические функции

г!г֊1’(в։.«,.............ч„.2. ?)
по формуле

। ли — 2 \

К,"”՜1’(в., в։......... 0«-2, ?) = a,t> ' (COS0J +
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(cosOJsin^jKl'՞ ։)(&i, Om-2, ?). (2)

Заметим, что

r'2> = <z5coss'p 4- bs sin s<?. (3)

Таким образом, соотношения (Г), (2). (3) определяют общий вид гар­
монических полиномов, записанных в сферических координатах. Из 
формул (1), (21, в частности, следует, что произвольный гармониче­
ский полином т переменных степени не выше, чем п, зависящий 
лишь от сферических координат, г, 0։ может быть представлен в виде 

/т - 2\
1 I 9 ) 

()п (г, 01) = У акг*ск ' (СО501).
*-0

Через Tkm}(r, обозначим гармонический полином, совпадающий 
на единичной сфере т - мерного пространства с функцией cos Л0։.

Очевидно, что найдутся такие коэффициенты ак, что
п

Q.,lr. О,). (4)
о

Формула (4) дает общий вид гармонических полиномов, завися­
щих лишь от г и %.

Используя известную формулу Пуассона, нетрудно убедиться, что

n. (1 — г)2<•>„,_։ [* cos £0 sin"' 20t/0
' л Ч, U) =------------------- ----------------------------— , (о,

° (1 — 2г cos 0 4- г2) ‘

где («т — площадь поверхности единичного т- мерного шара, г<1
С помощью несложного преобразования равенства (5) можно 

далее установить следующее реккурентное соотношение:

7Г'|Г. 0) = —֊!-------  |(« —3 + А| п:г2)(г. 0) +
2г {т — 3)

+ <m-֊3-*) rt”?2)(r. 0)1, * = 1. 2, ... ; ,п = 4. 5, ... (6)

Заметим, что
T'i\r, 0) = г‘, /г = 0, 1, ... (7)

2- После этих предварительных замечаний перейдем к форму- 
лировке основного результата.

1 еорена. Пусть Рп(г, 0п 02, ... , 0ш ... <р) — произвольный гар­
монический полином т - переменных степени не выше, чем п, удов­
летворяющий условию

inax Р„(г, <>,...........0и_2, <р)| = ,И. (8)



Если т = 21, / = 1, 2,... , то для любого /? > р

|Р„(/< 0„ ®)|< МТ1”' ( — . О | . (9)
\ р /

Оценка (9) точная, причем единственным гармоническим по­
линомом, для которого (9) переходит в равенство, является

где у — угол между радиусами-векторами, направленными в точки 
с координатами: (/?, 01։ 02, ... , 0ш_2, <р) и (г, 0։, 6,........ <}т_2, ®).

Доказательство теоремы основывается на следующих двух 
утверждениях.

Лемма 1. Если последовательность: л0, \........ ),П обладает
свойствами:

/1) О;
б) Хо ?> 0;
в) |ЛЛ) — выпуклая вниз последовательность, т. е. ),5 — 2/.Л ։ — 

4՜ 0-2 > 0, 5 = 2, 3, ... , п\ то из условия

шах
< -

//
V ак сое А?

следует, что
п

>. ОкО

А *0
-Иля

причем это неравенство переходит в равенство лишь при

(0, Ь п — 1 
= |.И, /? = п

НО)

Лемма 2. Если /=1, 2,..., и г>1, то последовательность 
г /О/\

\Тк (г, 0)|Л удовлетворяет условиям леммы 1. За недостатком ме­
ста доказательства этих утверждений опускаются.

Доказательство теоремы. Будем считать, чго р = 1, а точка, 
в которой необходимо произвести оценку полинома, расположена на 
луче: 0г = 0. Общий случай может быть получен с помощью соот­
ветствующего преобразования переменных.

Положим

X 5)П"1՜3 о > • • • 51П 6/п 2 б/02 • • _ 2 т/р.

Ж՝® - ? * / |Поскольку результат усреднения любой сферической функции К* ' ,
А’> 1, по поверхности единичной сферы т— 1 - мерного простран­
ства равен нулю, то в соответствии с формулами (1), 12)
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n l~2~)
Q„(r. 0.) = V а^с, (cosO,).

fe=0

Из этих же соотношений вытекает равенство 

Р„(г. О, ...) = <?„ (г, 0), 

справедливое для любого г.
Заметим также, что в силу условия (8) 

шах | 1» Ь) | < М.
0<0<к

Согласно (4) полином <2п(г, М можно представить в виде

(И)

(12)

п

Q„(r, 0,) = У,а\:Пт'(г. «,).
Л-О

Учитывая (11). нашу задачу можно сформулировать теперь так:
оценить

Pn(Rt 0, ... )| =

если известно, что 
п

&) = 2 a* cos 7г0
k = 0 

подчиняется условию (12).
В соответствии с леммой 2 последовательность 

удовлетворяет условиям леммы 1, если

R>\.

Применяя лемму 1, имеем

(R. 0) I»। 7՝(ш) 
' k

п

£ «171"’(Я. 0|
/? —О

I/<(/?, 0.... )1 = < 0). (13)

Используя последнее утверждение леммы 1, нетрудно далее 
установить, что для обращения (13) в равенство необходимо и доста­
точно, чтобы

Теорема доказана.

Замечание /. Пусть 1\\т} \R. 0Jt ... , 0m_2. <р, р) = ---sup | Ря(г,
/И

••• ?» ?! |, R > ?, где верхняя грань берется по всевозможным гармо­
ническим полиномам т переменных степени не выше, чем п, удовле­

творяющим условию (8). Очевидно, «по М,"”(/?, %..... <р; р)=
\ Р /

। ле i\H [г) = N,™' lr, 0, ... , 0; 1) функцию дискретного переменного 
п /V,i (г) естественно называть характеристикой роста гармониче-
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ских полиномов т переменных. Согласно теореме при т = 2/, / = 
— 1, 2, , характеристика роста

Л#”(г) = Г”\г, 0).

Для вычисления характеристики роста гармонических полиномов чет­
ного числа переменных можно воспользоваться соотношениями (6), 
(7). Отсюда находим

= Г", п>0

(п 4֊ 3) (п 4֊ 21 _ п2 (и — 3) (//— 2) п .-------- —---------- гп---------гп~2 + —------ -- гп~\ п >2
12 б 12

г, п = 1
1, п = О

и т. д.
С помощью соотношения

R и л > / — 1.
(6) легко убедиться, что при больших

(и + 2/ —3)(л + 2/ —4)-
2'-|(2/-3)!!

Замечание 2. С. Н. Бернштейн (2) показал, что характеристикой 
роста алгебраических полиномов произвольного числа переменных, 
ограниченных в шаре соответствующей размерности, является 7՝„(г), 

1, где через 7՝,։(л) обозначен полином Чебышева 1-го рода сте­
пени п. Таким образом, характеристика роста в классе всех алге­
браических многочленов степени п не зависит от размерности про­
странства. Что касается характеристики роста гармонических полино­
мов (г), то она, как мы видели, существенно зависит от размер­
ности пространства т. 

Очевидно,

Легко усмотреть, что

Пусть

;У’">(г) = Пт ЛТ"(г)- 
т — л*

Используя соотношение (6), нетрудно показать, что

Поэтому Тп(г) является наилучшей мажорантой для /УУ” (г)’ не
зависящей от т.



Замечание 3. Доказанная в заметке теорема, видимо, верна для
произвольного w. Однако 
казательства не приводит 
перестает быть верной.

при т = 114- 1 указанная здесь схема до- 
к цели, так как в этом случае лемма 2

Է. Я- ԳՈԼՇՏեՅՆ

р։։icpr»uGr|iuiffiLrի IniiiTnir if|i էք։ւ«րԼ<ք։ս( |սհգւ՚|ւ il ւսււխհ

Հողվածի նպատակն Է ստանաք հ ա մ ա սլա տ ա ս խ ան չափանի սֆերայի 
սահմանափակ էքո^յղ թ»/ ո '/ փոփոխականների հարմոնիկ րաղման ղ աՏե ե րի 
ղնա *» ա տ ա կ ան ր է

Հիմնական արղյու՜նրր կարելի է ձևակերպել այսպես*

վրա մորլո ЦП վ 
ճշզ ր ի tn աճի

Թեորեմ»
Ա* իд ոչ րարձր

Ենթադրենք, որ Рп{Г, О,, 0,...... m— փո փ ո իւ ա կ Ш նն եր ի

աստիճանի հարմոն իկ րա էլ J ան րլ ա մ ո ր ր րավա ր ա ր ու.մ Լ

max I Р (г. О,...... О т — 2՝ ?) I = М

պ ա յ մ ան ին լ

եթե m = 21, 1 = 1. 2.

I Հ, (/?. օ,.....  0ա_շ, ? I < M-I 0 b

հարմոնիկ ր ա քլ մ ան ղ ա մր > ո^2Դ19Ւտ Էէ Բ^ր1 որ ու. մ միակ7ՆԱէ հ ա ա ա

м. т(лт} (—• •( |.
Л \ Р 1 /

որտԼ/յ ^ն ( /?, Up ... ։ շ։ J ) քյ 1|յ։ ։։2» ք) կետերի չաո.աէ[իղ վեկտորների մի^ե 
րևկա^ անկյունն կէ իսկ ք П1 — չափանի տարածու՜թյան միավոր սֆերայի վրա

COS ֆու՜նկցիայի >ետ •> ա if րն կն ո ղ է հարմոնիկ ր ա ւլ մ ան րլ ա ifh Լ:
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