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Изгиб призматических стержней с поперечным сечением в виде 
кольцевого сектора с выточкой на криволинейной части

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 24. VI 1960)

Рассматривается задача об изгибе призматического стержня с по
перечным сечением в виде кольцевого сектора с симметрично распо
ложенной выгочкой на криволинейной части. Точное решение рас
сматриваемой задачи получено методом приведения решения к бес
конечным системам линейных уравнений (1*2). Доказано, что полу
ченные системы вполне регулярны и имеют ограниченные сверху и 
стремящиеся к нулю (при р—>ос) свободные члены. Приведены числовые 
примеры определения координаты центра изгиба для стержней с раз
личными размерами.

§1 . Постановка задачи. Пусть внешняя изгибающая сила при
ложена на свободном конце стержня параллельно оси у и проходит 
через центр изгиба, т. е. изгиб не сопровождается кручением. Функция 
напряжений при изгибе Л(х,у) внутри области поперечного сечения 
удовлетворяет следующему уравнению (3)

где х0—координата центра тяжести сечения, 7—момент инерции по
перечного сечения относительно оси х, /(х)—произвольная функция, 
<з—коэффициент Пуассона.

На контуре сечения функция Л(х, у) удовлетворяет условию

= к»2 — /(х)| — .
ծտ 2յ Լ յ Լ 1 մտ (1.2)

В силу симметрии достаточно рассматривать только область 
АВСИЕР (фиг. 1). Чтобы решение, определенное в этой части области, 
распространилось на всю область сечения, требуется, чтобы вдоль 
горизонтальной оси симметрии на линии АВ нормальная производная 
функции /Дх, у) равнялась нулю.

Положим
/"(х) = Ь2— х2 (1.3)
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и перейдем к новым координатам следующим образом (2՛3)

л* = be1 cos?, у = be{ sin?. (1.4)

Тогда уравнение (1.1) и условие (1.2) примут вид:

V֊F(r, ?) = £3/COS? —
дх0 Qb2 

(IH-a)V
2/ '1.5)

dF _ Qb3 2 d (е‘ cos?) 
ds ~ ~2J 1 e ’ ds (1.6)

Напряжения ~Z9 и 'r2 выражают
ся через функцию напряжений F (г. ?) 
соотношениям и

.. . 1 dF
”(t• ~ Ьё՜ dt

Qb2 
2 J

. Q*։ 
r 27

Пользуясь 
в силу (1.8) для

1
be' ду

1) sin?.

В области ABCDEF функцию F(t, ?)• 
ищем в виде (J)

Л։(Л?) в области 1

Л2(£, ?) в области 11 (1.8)

F3 № ?) в обласги Ill

условием симметрии 
л(^,ф) a = t, 2, з)

и граничными условиями (1.6)^ 
получим следующие условия:

-0.
<f-0

с ,, ч Qb3 . . .... Q/?3 cos?, z ..
/'з (^2’ ?) = — -։Г7 • - е3'*) COS?-------------- о՜/՜22՜ (е ~ О,(jJ

з ՝ ՛ тг) — ^2 (F ?.j) —
Qb3 COS?2

67 ՛ (3^ — е3' - 2гзг’) -

Q/>3cos?l
37

3 (ti Ф1 1 —
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где

оь3
— (е՜'*27 1

(№ со$¥г
33

(^/Р СОБ? 
37՜

др- IX / п 
_ ** 

(?ф

' • о

777
<*е, 
а։ го

I £> ^2 ----- ^ — 3/!

? ‘ -I г о

(1.10)

а
!>’ = 1° *?■ Ь

§2 . Определение функции напряжения. Решая уравнение (1.5) 
методом разделения переменных и удовлетворив условиям (1.9) и 1.10). 
для функций Л(Л?) (I = 1, 2, 3) получим выражения:

«3/ __  $11 ( ^ — О з,| ЗИ/
бЬ\ 511^

Л(/, ?) =С1С05Ф

(2.1)

в области (0 < у < — /1 ( < 0)

Л2(Л?) = С1^ СОБ? —
СОБ ?։ Б1П 3 (?2 — ?) 4 СОББ1П 3(? - 

Б1П 3 (?2 — <Н>

81П 2 (^2 — ф) + Б1П 2 (<р — ?>) 

Б1П 2 ( т2 — ?1)

ць3 е‘ соб? 4-
СОБ^-БШ 3 (<Р2 — ?) т СОБ ^2Б1пЗ (? — ?,) _ 0^

Б1ПЗ(?2- «1) 27е:}и

БШй* (?֊?!> +2 Вл_бЪ^
?2 ~ Т1 *“ к -1

?* зЬлЛ(т
R = 1

п *11> (?2 Б1пЗ^;
“ ?1)

(2.2)

в области (?! < о < ?2, — < 0)

п
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=C։<?3' cos? —
costpj-sin 3 (?2 — ?•) -{- cos?..-sin 3 f? — <p^ 

sin3(?2 — ?j)

sin2(?2 - ?,)

Qb3 
6J

3 e* cos ? —

*
— 2 cos ?! 2^3/։ (cos ?i — cos ?2^ ? - ?1

<₽2 — <?|

e"
COS ?։-Sin 3(?2 — փ) ֊Ւ COS '-%-Sin 3 (? — ?։) 

sin 3(?., — ?J

Sin о* (? — ?J;
sh t
sh Ofc f2

(23)

в области (?! < ? < ?2, 
где

2/.

(1 + 2a) Qb3 
8(1 4֊ Ց) J 9

(2.4)

Ak = — 8Ca cos ?!

Qb1 cos ?! 
~ J

(?J֊3)[l + (֊l)ft Դ֊34.
(^4-i)^+9) (2.5)

o| |cos ?! 4 (—1 )*+’ cos ?2|

Qi2?՜3'՛ (8;+ 3) [cos w։ + (—1)‘+1 cos^l
(2.6)

(^֊1)(5J֊9)

— 8C,
(^-’)('^֊9) 2

, Qb3e^
(2.7)

1) (sin ?2 — sin ?i)
(2.8)

ժ 2Z«) ?2 4- (e2f2 - 1 )(?2 — ?i)0
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(2 9)

Для определения постоянных Хц и Уь получаем совокупность из 
двух бесконечных систем линейных уравнений:

где

(/> = 1.2,3 ••) 2 10)
X

ХР = 2 ^кр. У *4-

Л-1

(2 11)

ЦЬ* (со$ <р։ — со5?21 (е3'- — г՜3'’)
37՜

БП Ор г2 БП Ор ,Г

1 [ Зре~зг» (— 1)р+1
1 7։ТсЖМ<р։-?1) {(£ 4֊ 1) (Е'/Тэ) СО5?։с։ЬМ?г—

СОЗ?»

5Ь?р^2 — ?1)

СО5ф,

$11?р(?2- <?1)

(?р+П(₽р + 9)

-4С

СО$

СО5^ • С1ЬЗр (*>2 —

111

— СО5 ©гСОвЗ (?2 — <РХ)(]ЬЛ
2 . 51ПЗ (?2 — <р.)

Др (ИЗ

0Ь* СОБ — СО8 <р2

37 рп (<?» 91)

27

(2 12)

Покажем, что системы (2.10^ вполне регулярны. Действительно, 
для суммы модулей коэффициентов систем (2.10) имеют место сле
дующие неравенства:
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с(11 Ол Ц——— 
_____
сИ1 6Р с(Ь ор Л,

(2.13)

т
сЧ1?р(?2 — ?։)

_____ 1 ___  

?/> (?г — ?։>

сИ1рр(о։ —®։) + Ч։?р?1

Постоянное число т выбираем из равенства

Тогда согласно (2.13) будем иметь

т. е. системы (2.10) оказались вполне регулярными.
Легко видеть из (2.12), что свободные члены системы (2.10) 

ограничены сверху и при р֊^оостремятся к нулю.
§3. Определение центра изгиба. Координата центра изгиба опре

деляется по выражению

.И
У = о, (3.1)

где Л1—момент от касательных напряжений, взятый относительно на- 
чала координат, т. е.

(3.2)

Подставляя выражения из (1.7) в (3.2), произведя некоторое пре
образование и пользуясь формулами (2.1)—(2.3), после интегрирования 
получим следующую формулу:

М О Ь5
у = — ;^751П^1(1 + 10г՜2'* ֊ Юг֊3'* — е֊^ £ 1

^4/։ — £-46
|։ё('?2 — ?։) - (<?, - ®։) I +

, <2/,։, 
+ -3/ (?։ <р։) е 5/*

(СОБ <р2 + СОБ 4- (СОБ Ф2 — СОБ ?։) (в3'1 —
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д^5(1 _е֊^ )?1
У 6!, I (е3'г — е~3'« ) соб ?2 — (е3'г — 1) СО5 ?։| —

4/>2 ~ (*л+Лл)Мл

8£2 ’
<Р2 —91.к — 1,3... М8*֊4)\

1сЖ б* ф- сИ1У,----- ——
бИ о* 1 5 И О*

8/г "
Л-1.3..Л2 ■** 5 Ь1 6* t

г2/’С1ЬЗл /, ֊ ֊—- 
8ПС*£>

2е2‘* '

§3. Числовой пример. В качестве числового примера рассмотрен 
изгиб призматического стержня с поперечным сечением в виде коль
цевого сектора с симметрично расположенными боковыми высту
пами, размеры которого следующие: д = а 1, с = а֊\^2. СО = ЕО = 
= ОЕ, где а принимает значение 2, 3, 4. 5,ос.

В таблице для этих случаев приведены значения координаты цен
тра изгиба х = а'о -]֊ Дх, где х0—главная часть значения координаты 
центра изгиба, получающаяся из (3.3) путем отбрасывания последних 
трех рядов, а Дх—влияние этих же рядов на значение координаты 
центра изгиба.

ь
-22—. 100 °/° 
X

2

3

4

5

ОО

0,6761

0,9107 

0,9787

1,0957 

1,2732

0.0147 

0,0106

0.0071 

0.0032

0

0,6908 

0,9213 

0,9858 

1.0989 

1.2732

2.17 °/о 

1,17 °/° 

0.72 % 

0,30 °/0 

0

Из таблицы видно, при вычислении значения координаты центра 
изгиба для тонких стержней (а > 3, 2) можно отбрасывать последние 
три ряда в формуле (3.3), т. е. не иметь дела с бесконечными урав
нениями. При этом ошибка не превосходит 1 (1'0.

В заключение выражаю благодарность Б. Л. Абрамяну за руко
водство настоящей работой.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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Ա- I- ԲԱԲԼՈՅԱՆ

Կււրւսզիծ ւՐաււււււք հեւ|(*ււէ| <> 1|ւս 1|ւսփՐւ иЫ|8пг|| нЬиР ւււ6Լ<|»|| ր հւ]|ւսյհա!|ւււհ 
հատվածГււվ <1|гի<|»քւստիկ ձւււ|ևւ*|ւ ծւււաՐլւ

«/I •դր[» ղմատի կ ձողերի ծռման խնդրի ճշդրիտ լուծումը, 

' ոլնի կորտդիծ մասում սիմետրիկ ճեդրով օդակէսյ ին и

տորի տեսրւ մեկ սիմետրիայի ա ո ան ց ր է իսկ ծոոդ ու մն ու ղղահայաց է սիմետրիայի Ш — 

ոանցըին ե անցնում Հ <1 ո մ ան կենտրոնով.

Խնդիրը բերվում կ լի ո ռեդոլլյար ւլ ծ ա յի ն ան վ ե ր V հավասարումների սիստեմի

լու ծ մ ան է որի աղատ անղտմներր սահմանափակ են և ձղտու մ են ղերոյր կարղովէ Մաս֊ 
ք\

նավոր օր ի'հակ*1էե րում հաշված են ծ ո մ ան կենտրոնի կոորդինատի արմ ե րներր է որոնր 

բերված են աղյուսակում: Աղյուսակի հիման վրա առաջարկվում Հ ր ս» ր ա կ պատ ունեցող 
Л ո ո ե ր ի ծ ո մ ան կ են տ րոն ի համար մ ո Աէ ա ւ] ո ր ր ա Չ/ տ ձ ե •’

л ИТЕРАТУРА — ч-рацаъл ь р՝ а п ь ъ
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