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МАТЕМАТИКА

А. В. Чакмазян

О полярно-двойственно нормализованных поверхностях 
пространства Кп(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 9. V 1960►Вопрос о полярной нормализации поверхности Хт выдвинут и разработан А. П. Норденом. Как известно из теории внешней полярной нормализации (1), внутренняя геометрия любой поверхности совпадает с внутренней геометрией в смысле Гаусса, а нормали 1-го и 2-го рода считаются полярно сопряженными относительно абсолюта. Иначе говоря, нормаль 1-го рода вполне ортогональна касательной плоскости Хт.Рассмотрим гиперполосу Гт (2) в Кп, то есть в проективном пространстве с заданным абсолютом рл_ь Гиперполоса нормализована, двойственна, если она нормализована в смысле А. П. Нордена С1), причем ее нормаль 1-го рода содержит характеристику семейства главных гиперплоскостей (2).Для того чтобы эта нормализация была двойственно полярной относительно абсолюта необходимо и достаточно, чтобы Рг.-т и Р/п-1 были полярно сопряженными относительно абсолюта.Рассмотрим внешнюю нормализацию и пусть точки гиперполосы определяются вектором х = х (я1,- -• ,ит), (Вкоторый мы будем предполагать нормированным по Вейерштрасу, т. е. х2 = е = + 1.Обозначим через X нормированный вектор касательной гиперпо лости гиперполосы, а через X ($ = 1, 2, •— п — т — 1) векторы точек £ характеристической плоскости, расположенные на поляре точки х.Точки х, X, X определяют Рп-т, а точки у, определяют Рт֊\.•5Так как вектор X определяют (я— т— 1)— направлении харакгери- стической плоскости, проходящей через х, то они удовлетворяют условиям

ХХ = 0. а,ХХ = 0. 12)Л 5Для того, чтобы гиперполоса Гт допускала двойственную поляр ную нормализацию, необходимо выполнение условия (2). 12 9



В силу определения двойственной полярной нормализации мы получаем таблицу скалярных произведений.

Теперь запишем
X

У1 
X
X
I

О ОО 
&$(основные уравнения двойственно полярнонормализованной й х = у, 4֊ Л X,V; У< = Л У/ + Ьц X 4- Ау, X + (3)

Пользуясь уравнениями (3) и таблицей, получаем из (2), что«у = 0, Л/ = 0. (4)Если мы выпишем все скалярные произведения таблицы и продифференцируем каждое из них, употребляя, если это нужно, ковари-атное дифференцирование и принимая во внимание уравнения (3) иусловия (4), то получим следующий ряд равенств:1) // = 0, 2) = 0, 3)5) V* ёл =0, 6) тк + Ау/ г, = 0, /п,= 0, 4) т/—0у
I7) т* £к1 4- Ау/ = 0,

д г8) ЯувО, 9) Л/ т Л/ = 0. 5 /В силу этих равенств основные уравнения принимают следующий вид △уХ/= — х 4- Ау/ X 4֊ Ау/ X (А);Гу Х = т*х*+лу X (В); Ху= т* хп (С), (5)
$ $у $ / /и дополнительно следующие отношенияИ. лгй.^у 4-^А/г = 0; III. Ау, 4-л*. £*< = 0; 

7 3 3 /IV. п/-\-П1=0, 
$1 (5где считается, что номер внизу под точкой опущен с помощью вели-130



чин (0 показывает, что внутренняя связность двойственно полярно нормализированной метрическая.Эта связность будет риманова, если £ Ое1|£։/|'=#0.Если составим условия интегрируемости системы основных уравнений (5), то получим следующие соотношения
SiV ~^i\imk\ ~hi\j mk]V|* ЛуИ=0 

s t sV[* ^i]l + ~ 0t

(И) I

V[* т* п\, т'\ — 0 
51 t Л1 (П) (В') (6)

/
Vl* Л/] (III)

$

t
m^.hk]i = 0tгде /?*•' есть тензор кривизны внутренней геометрии Хт.Мы можем сформулировать следующую теорему.

Теорема. Гиперполоса Гт, находящаяся во внешней двойственно 
полярной нормализации относительно абсолюта опреде
ляется с точностью до проективного преобразования заданием 
основного тензора своей внутренней римановой связности, а также 

3 3
тензоров йц , Л/у, п,, удовлетворяющих условиям 16). /В заключение рассмотрим случай, когда Х2 вложена в четырехмерное эллиптическое пространство. Тогда (5) принимает следующий видV,X/ = — Sijx 4֊ йцХ + kij У; Xi=—h^xk\ У^-Цх*, (7) где fijj — — d, x dj X — X^/ Xi, kjj — — d, x dj Y — Y j xi.Из системы (7) можно определить векторные функции х, X и У. если задан метрической тензор g/j поверхности тензора , А։/, удовлетворяющие следующим условиям интегрируемости.!• = °л[ Н՜II. V(* Л;Р = °;

ш. V[«^h = °;

iv. = o. 131



Условие (IV) показывает, что главные направления тензоров к,. совпадают. Таким образом, сеть Л,у с1и‘ с1и> = 0, с1и1 ск^ =0 имеет общую биссекторную сеть, которую мы назовем главной сетью Х2. Примем теперь главную сеть за координатную, т. е. положим = = £12 = 0. Из основных уравнений получаем
д2 X 

ди'ди2Таким образом, на А',, вложенной в четырехмерное эллиптическое пространство, можно найти такую главную сеть, приняв которую за координату, мы получим, что радиус-вектор х будет удовлетворять уравнение Лапласа.В частности, примем, что эта сеть Чебышевская. Для этого необходимо и достаточно выполнение равенства Г112 = Г~2 = 0(\ стр. 337).В этом случае получаем, что поверхность Х2 имеет нулевую кривизну.Бианки доказал (3), что всякая поверхность нулевой кривизны эллиптического пространства есть поверхность сдвига.Таким образом, можем утверждать, что поверхность сдвига эллиптического пространства допускает двойственно полярную нормализацию.Ереванский государственный университет.
Ц- Վ. 2ԱՔՄԱՋՅԱՆ

հ ո Յարածոլթյսւհ р Ьi|bn.iuj|>G երկակի (inrif սւլացւիսծ մակերևույթների ւքասի6

Գիտարկենք» / հի պ 4 ր շ ե րտ ր տւքած Q ք ա բ и ո ի յ ուտ ո վ պրո եկտի վ տար ածու^յան

մեթ Հ ի պ 4 րշե ր ա ր ն ո ր մ ա ք ա у վ ա Л Հ ե ր էյ ակ ի ք 4 իք 4 նա ն որ // ա յ ա ւյ վ ած է ա. պ. նո ր զեն ի իմաս

տով ( / )ք ըսս9 որի նրա աոաջին սեոի նորմալը պարունակում է ղ լ ի> ա վ ո ր հ ի պե ր հ ա ր թ ոլ*

թ Հունների ըՆւոանիրի քս ա ր ա կտ 4 ր ի и տ ի կր ( ^ ) * այԱ Չ/ւ-1

նկատ մ ամ ր րև ե ո ա յին երկակի լինեչու բաւ/ արա ր պա/մանր [* և P I 1 յ 1 ո՜րո 1 /л-1ա ն հրա // եշ tո և

սեոի Նորմալների բևեռայքւն 'ւամալուձ յինելն I, արոոլյուաի նկատւքամյ 
ք/ւսումն ասիրրէւթյան արզյունքով պարզվել Լ հետևյալը'

П րպեսզի .\ քք{ մակերևույթը թ ՈԼյլա տ րի րե վ եո ա յին երկակի ն ո ր մ ա յ ա у ո Lt.

tn ի նկատմամբ՝ անհրաժեշտ է որ տեզի ունենա (2) պայմանը!

/'ևեոայիհ երկակի նորմալացում թույւատրող հիպերշերտը որոշվում է պրոեկտիւ/ 
ձևաէիո խութ յան Ա շւոու իք յա J ր ք եթե տված են իրեն ներքին քի ի մ ան ի քլ ա ոլ ա կ ց ո Լ թ J ո ւն ը ե

Տ Տ 
hijt hu ոէ տենէլորհԼրը, ոլւոնր Հ/ ա վ ար ա ր ո < «/ 1>ն (6 ) ւ։լա յ m'h ի՚հ է Սահրի if ա կե ր ևո >J ftԸ

չորս չափանի էլիպսական տարածության թույլատրում 
ցումըէ

I, բևեոային երկակի նորմալս՛
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