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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Д. В. Пештмалджян

К нелинейной теории круглой пластинки
(Представлено чл.-корресп. АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 13. IV 1960^

Рассмотрим осесимметричный изгиб ортотропной круглой плас­
тинки при конечных прогибах. Плоскости упругой симметрии материа­
ла пластинки взаимно перпендикулярны, при этом 
одна из плоскостей упругой симметрии в каждой 
точке параллельна срединной—координатной пло­
скости, а ссыльные две—перпендикулярны коор­
динатным линиям г=сопзК <5=соп$1, к которым от­
несена срединная плоскость. Ось .з совместим с 
осью пластинки (фиг. 1). Пусть на пластинку дей­
ствует поперечное давление с интенсивностью 
4 (г).

Считаем, что деформации и углы поворотов 
малы по сравнению с единицей и прогиб не ме­
няется по толщине пластинки (1).

Фиг. 1

Как и в работе С. А. Амбарцумяна (8), предполагаем, что
1) при определении деформаций егг и влиянием нормальных 

напряжений о,, можно пренебречь;
2) касательное напряжение представляется в виде:

где <р(г)—искомая функция; /(з)—функция, характеризующая закон

изменения напряжения -г: по толщине пластинки, причем

Как указывается в работе (3), предложенная теория учитывает
главную часть поправки к классической теории.

В силу допущений о малости деформаций и неизменяемости про­
гиба при толщине пластинки, для компонентов деформаций имеем:

(2)



Подставив значение егг, найденное из закона Гука, с помощью 
(1), в последнее соотношение (2), для радиального перемещения иг 
получим:

(3>

где /0 = ।
с о

55?(Н’ 11 (г) и *0 (г)— радиальная и осе­

вая компоненты перемещений срединной плоскости.
Представив компоненты деформаций (2) через перемещения сре­

динной плоскости, из обобщенного закона Гука для напряжений и 
о?т получим:

(4).

Далее для изгибающих моментов Мг, и перерезывающей силы 
С} получим:

где

^55

(5).

Внутренние усилия и моменты удовлетворяют следующим урав­
нениям равновесия (’):
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йг (6, а, б, в)

о

а также уравнению неразрывности деформаций

(7)

Первому уравнению равновесия удовлетворим тождественно, пред­
ставляя усилия Тг и через функцию напряжений т։(г) следующим 
образом:

(8)

Из третьего уравнения равновесия для искомой
получим:

б/55 п ак
4 г йг

функции Ф ।г)

(9)

и

Далее, выражая все величины в уравнениях (6 б) и (7) через 
функции -ш(г) и г, (г), получим основную систему нелинейных диф­
ференциальных уравнений:

й3ю п й2ии п 1 ски д /3 , / 1 б/2т, йяо 
пГ йг3 11 йг2 22 г йг ! 1 I г

1 (I3 ц , 1 с!., т] 114/7]  I / (1ж \2 
^2 Г с1г3 Е2 (1г2 Ех г йг 2 \ йг )

Как частный случай, рассмотрим изгиб круглой пластинки из 

трансверсально-изотропного материала (Ек = Е2= Е, а5Ь = , р։ =

1 г/т] й2ш 1 йт\ йю й3 йгг йц й3 ш
г йг йг2 г2 йг йг йг3 йг йг йг3

йг2 йг ОО
» к ‘ ֊ Л _ 

г2 йг йг
с/ т, 

(1г (1г

^55 3 (^11 #22) 1
3 "55

5

(Ю)
5 о 5



ii2 = pc) под равномерно распределенной нагрузкой q = const. Следуя 
(2), примем, что касательное напряжение распределено по толщине 
пластинки по закону параболы, т. е.

(11)

В этом случае система (10), приведенная к безразмерным пара­
метрам, примет вид:

(12)

Систему (12) решаем методом возмущения (4). В качестве пара­
метра возмущения возьмем максимальное значение прогиба С = тс’* (0). 
Искомые функции и нагрузку представим в виде рядов (1):

I 20(11—9р.)
1 — р.

= да.д (р) г (р) С3 4՜ • • •

(13)

Пусть пластинка заделана по контуру, т. е.

w* = = О, и — 0 при р = 1
(14)

ю',иТг конечны при р = 0.
Тогда для коэффициентов разложений будем иметь:

= (1 — Р)2,

4(29—19jx) 277 — 197р. 2------ ------------------------------ ------------_ «г
1 —р. 1 —р.

р4 - 75р° + 18р8 — 2р10

(15)
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1 - Е_
369

4 (34 — 74ц + 33ц4) ■ 
21(1-и/

29— 19ч
1 — Р

5 (67 — 47ц 1 гд_ 607 - 467ц ։, 6 (8-7ц) .39
+ 9 11—ц) ' 24(1—ц) ? 5(1—и) ' 18

к , Г 179 —297ц , 43 ..
5 ''' 1260(1 —ц) 60р՜

Коэффициенты а,- определяются из условии:

= 1, = 0 (/г > 1) при р = О

и имеют вид:
а, =֊32

4(1 4-н)(173-73|1 16(107- 47а) 
75(1 - И

Если ограничиться этими приближениями, то соотношение между 
стрелой прогиба и нагрузкой будет иметь вид:

32 С 4՜ [4(1 4-у-НПЗ ֊ 73а) /?
45

16(107 -47а) ' 
75 (1 — И)

(16>

а для напряжений в срединной поверхности и напряжений изгиба по­
лучаем следующие выражения/
в центре пластинки

5 — За
6(1 -а)

1 4- а 35 - 74а 4- 33а2
1 — а 945

на краю

0, —

179 - 297а
3150 1 - а)

<7г.« а2 _ 1 (
Е/12 ~ 2(1֊|х) (

(1 4-н)(29- 19а)
45 — А’ бТГ=

пластинки

С3 = ?*,

а

Л

Зг.с а-

1575 (1 — а)

1 4֊ Н 20— 13^
1 — р 945Е!г 3(1֊ а)
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(1 + у) (83 — 43ц) , 188 ’ (1+|»)^*|
45 * 75 4 + 6 (1 — ц։) I

В частности, при /? = 0 получаем решение задачи при гипотезе 
Кирхгофа (5).

Значения максимальных прогибов и напряжений при различных 
значениях нагрузки и коэффициента /г приведены в табл. 1. Коэф­
фициент Пуассона в расчетах принят равным р. = 0,3.

Сравнения значений максимальных прогибов и напряжений при 
наличии гипотезы Кирхгофа (Л = 0) для приведенной нагрузки = 
= 2,5 и 5 (так как в этих случаях закон распределения напряжений 
устанавливается достаточно точно (։)), показывают следующее:

а) как и в линейной теории, максимальные прогибы, вычислен­
ные при наличии гипотезы Кирхгофа, имеют заниженные значения;

Таблица I

I о* = 2,5

а г (0,2)

0.393

0,15003

0.07427

1,09368

-1,79501

0,405

0.15954

1 0.078С6

1,20174

1.73201

0,416 
0.16860

0.08274

1,22896

1.65680

5 I ___7.5

0,893

0,75995

0.39983

2.20907

—4.71762

0.953

0.86935

0.44975

0,682

0,44775

0,22832

1,79608

-3.35074

0,714

0.49223

0,24820

1.86597

—3,14147

0,777 
0,58469

0.29121

1.90740

—2,87397

2,21903

- 4,27542

1.079
1.11924

О,56826

1,98886

-3,54883

10

1,057

1,05437 

0,57149

2,45224

-5.96013

1,144

1,24178 

О.65905

2,36172

-5,19239

1,329 
1,68447

0,87299

1,64467

-3.71367
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б) максимальные напряжения в срединной плоскости, вычислен­
ные при наличии гипотезы Кирхгофа, имеют заниженные значения;

в) максимальные изгибные напряжения, вычисленные при наличии 
гипотезы Кирхгофа, имеют завышенные значения;

г) погрешность гипотезы Кирхгофа при определении максималь­
ных растягивающих и изгибных напряжений больше, чем при опреде­
лении максимального прогиба. При определении же суммарного мак­
симального напряжения погрешность почти того же порядка, что и при 
определении максимального прогиба (табл. 2).

Таблица 2

* = 0,2

У хо

Ծ

а

с

3

к =- 0.4

100° 0

Ю07о

г,и
1007

<3

100%

7* = 2.5 
I

2.96%

5.96%

3,647о

3.24%

4,487о

9.04° ,

6,6670

5.597о

2,5

5,53%

11.017,

8.347,

7.467,

12.23° 0

23,427,

16,59%

13,087,

*0

Здесь величины с нуликами представляют решение при гипотезе 
Кирхгофа (/? = 0).

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ջ- Վ- ՓնՇՏՄԱԼՋՅԱՆ

Կ|ււր սալի ււ^ <|ծւսէ|ւ(ւ нкши֊ թյսւհ ւքաււիհ

ն երի 
էք /. կ ի

Ւիտարկված է որթոտրոսլ !цпр սալի աո» նրյ^ասխք հ տր քւ կ ծոոլւք(ւ վերհավոր ճկվածք֊
քլև պրու. էէ: (Հնղոէ հու էք ենը, որ ւլ Լ ֆ ո р մ ա էլ ի ան և րր ե պտտման ան էլ յ ու.նն երր 
նկատմամր | *| Л ճկվածքը * ի փոփոխվում ըստ սալի հաստ ութ յանէ 
Ւնշպես I/. //.. Համ րա р ձու մ յանի ա շ /и ա ա ւսն ք ո • էք (*| Л Տ թ ա ղր վ ո է մ Էք ո ր'

փոքր են

Հ,^ 7 'ՒՈ Ր ա ,7 /* սյ*էէ ե ը ը որոշելիս կարելի է ա պղ ե ղու.—
թյոսեր արհամարհել 

շոշափող լարոլմր ն ե ր կա յա էլ վ ու.էք Լ հետևյալ տեսրով ")•

՜ր: =ք(2'1ր И.
ււ/ււոեղ Լ, | Հ՜ | որոնելի ֆոէ-նկցիա Հ-, ք Ւ ֆունկցիա է, որր րնորոշվոլմ Լ լարման 

փոփոխման օրենրր ըսա սալի հասաութ յան 
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ււտացւ/աէ Լ ոչ դծային ւլ ի ֆերենշյիա[ ա и ա ր ո с |/ Ն А ր ի հ ի մն ա կ ա 7/

ն հ ли յտ ֆու Ն կդ ի лл/ն ե րի' ն!՛ (ր| ճկվածքի և ք| (ր) լար ու մների Հի ու ն,1ԱՒ ա յի '1/1ք14աւք աւքր/ 

!1րպԼս ւէ աււհ ա էյ ոр դ ե սլ ք դիտված I, տ ր ան и վ А ր Ա ա չ իդուորոսլ ^,յոլ-թի^ и/ ա 1Ո ք1 աս ,Ոէ/ ած

սալի ծոոլւէր հ ա վ ա и ա ր ա չ ա վւ րաշ քսված (ք = ԸՕՈՏէ րեոի տակէ Арр Т

րստ սալի հաստության վւ Ոէի ո /»**/" ւ~մ Լ պարարոլական о ր են ք ո վ |~ ! Այ* քլևսլյւի чл 

ստարլւ1ած հավասար ու մների սիստեէքր լ ուծ ած է ղրզռման ւքեթորլու1 զ * յ*

{հտն*/ած են չ ո ր ս հաղորդական л1и лп ա ւ/ո р ո ւ իք յ ո ւն ն ե Г *

1Г աըսիմոլմ ճկվածքների և լարա մների 'ւամեմաւոու թ յ^Լ^ր եիրի^սԳՒ Հիպ՞թևպի

յան ղ1ւպյ>ոււ1 и տարված հ ա մ ли սլ ա տ ա лл

ШП —

"Ր՝թյու*հն1էրի հետ դու յդ է տաքի

ա) ինչպես և դծային տեսության // ե 9, կլասիկ տեսությունով հաշված մաքսիմում 

ճկված ըն ե ր ր ստաշլվում են ли վ ե լի ւի и р ր .

ր) միՀին մ ակ ե ր ե ո ւ յ թ ոււե առաղալյած մարսիմոլւք ք ա րո լ մն ե րր կլասիկ տեսոլթյոլ֊

նով 'էաշււևյիս ստաշըՀոլմ Լն ավելի ‘իոքր.

դ) ծսուլ մաքսիմում լարումները կլասիկ տեսութ յոլնոծք հաշվելիս лл տ ил ւյ л^п ււք 

»/ А / ի մեծ.
դ} մաքսիմում ձդոդ ե ծսոդ լ ա ր ո լմն ե р ր որոշելիս շե դո լմն А рр и ա ա դվ 

մեծ, յ»ան л/ллл ք лл քւ ւք ո Լ л ք 4'/ ա Л р ն А ր ի դ А սլ քՈլմ Տ

Ւսկ դու մար մաքսիմում լարումները ււրոշԼլքւս այդ շեդու ւէներր համարյա 

ա վ А ւ/ւ

կաբ,) ի

են:
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