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В статье рассматривается кручение призматического стержня с 
поперечным сечением в виде криволинейного уголка (фиг. 1), обра
зованного координатными линиями в эллиптических координатах. Ана
логичная задача для прямолинейного уголка решена в работе (3).

Эллиптические координаты .ч
использованы в работе А. Соко

лова (*), который еще до Грин- 
хилля (2) решил задачу о круче
нии стержня с сечением, обра
зованным двумя конфокальными 
эллипсами.

В эллиптических координа
тах а, р, связанных с декарто
выми прямоугольными коорди
натами х и у соотношениями

X = С сйа 81пЗ

у CShaCOSfi,

где 2с—межфокусное расстояние, функция напряжений при кручении 
£/(а, ?) в области поперечного сечения стержня удовлетворяет урав
нению 

d2U 
dz2 լ,— = — с- (ch2x 4- cos23), (2)

а на контуре области сечения обращается в нуль.
Решение задачи ищем в виде (5)

(^(а. ?) а^а2
՝£4(«.Р) <3)

Функции и и2 удовлетворяют уравнению (2) и следующим 
контурным условиям и условиям сопряжения*

Па возможность решения задачи в такой постановке указал мне академик 
АН АрмССР М. М. Джрбашян.



и, (а, ?։) = и\ (։„ ?) = и, (а, ?։) =0 

[0 ₽ > ?.
Ц (»».?) = | а>( ?)? <₽

?) = ^2 (а,Р1) = Ц (аз> ?) = °

Представляя функции и (/, в виде

ОО
3) = V /Л(р)51прА(а - ах)

Л=1

^2 (*’ ?> = У ?* (я) $1п 7л (3 — ?։)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
• •

(9)
к 1

■и следуя Г. А. Гринбергу (’), для определения функций /И?) и с* (а)
получим следующие обыкновенные дифференциальные уравнения

2 И к (֊1)*Ц (<х2, ?)-

2р*С2 сИ2а1 4՜ (—1)*+1с!12а2

2г2 
/?- [1 4֊ (֊ 1 )*+1 I соз2?,

<») - Г; ?»(«) = (֊ 1и2 (»■ ?=1 +
/2 Н1

€0523,+ (— 1 )/г+1СО$232
4 —

^Решения этих уравнений имеют виа

где
Л” (?) = и» ? + сйц* ₽ +

2с2
+ ~ (1с|12»։4-(֊1)‘+1сН2։,]-I- |1 +(-!)**՛ |со։2?),

(Ю)

(Н)

(12)

(13)

(14)

о _1 л՝>(?) 
։(՝)-1Л2)(?)
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/•’Ц?) = 3+ в;2)сьр<։? + ! |сЬ21,

+ (_ 1/+'сЬ 2։2] + |1 + ( —1 )‘"| соз2.3|

(15)

?4 ’ (*) = Ц” (*։ + с11
2е?2со5 231 4- (—1)*+1 СО523.,

*“՜ /г֊ 4՜ I '

[ ул сЬ 2а — 2$Ь 2а2 вй (а — а2) —

(16)— 7лСЬ 2а2с11 *։ч(а — а2) |

2с2 сов 2^4- (-1 )*+» сов 23.» 
4 - 4

Кроме условий

[7* ей 2а — 2зЬ 2а3 бЬ у* (а — а։) -

/1п(Зз)=Л2)(М = о

(18)
<аз) = Л2) <а>) = °’

вытекающих из (4) и (6), для обеспечения непрерывности функций/*(?) 
и <рй(а) в соответствующих интервалах должны быть выполнены и 
следующие условия:

(?2), ?^(а2) = ?;2ч»2) (19)

Л'г(?2)=/Г (?г). (20)

Удовлетворив условиям (18) и (19) и исключая в выражениях (16) и 
(17) коэффициенты В'2), С’0 и /Э'21, для функций Л'Ч?) и Т*’(а) 

К К Л ••
получим следующие выражения:

Л” (?) = *11 —3)
5111^33

2сг с!1 2а1 
к՜

511 ?
811 »ЛЛ

+ |֊ |1 (-1)^'1֊—? 
к

— СОЗ 233 (14 ? СЗС11 (14 Зз
(21)

Я;) (3) = В{! ՝
эЬ Н» (Эз — М ЗИн*(Р — £1)

511 и* Р3811 <АА<?2 “ ?1)

И



ей р* (?2 — 3) _ 511 рччУь (3 — 3,) 
511 рА(р2 — рг) 5ИрА (р2 — ЁМ 511 рл р3

С05 23 — С05 231
.*?!) РЛ ( Йд

5И рЛ (Р2 —РЛ

— С05 23, • V
5Ь р-Л; 32 511 рА(3 — рх) 
811 :Ч-(?2 ֊֊ 31) 811 р* Рз

а2 —*1

?Да2)51п 7Л(9 — 31) (22

|-(Л (сЬ 2а —

^1)(а) = ^1)

511 7д а3
(2511 2а2 511 7л а2 — 7л сЬ 2а2 с 11 7л а2],

811 7л ('аз — ®г) бИ 7л (а — а,)
511 7л (а2 — ) 511 7л а3

2г2|со5 2?1+ (-1)Л + 1СО5 232]
/^|4-72)

511 7л (а2— а)
511 7л (а2 — 04)

5И 7ла2 511 7л (а — а7) 
811 7л(а2 —811 7*аз

2г211 + ( _1_)*^] ( 
/г-7л (4 — 7*) | 7л [с1т 2а —

— сИ 2а, м
511 7л а2511 7л (а — аг)
511 7л а3511 7л (а2 -֊а,)

— с!1 2ах
811 7л (а2 ~ Д)
811 ;л (а2 ֊ 04)

|2511 2а2 511 7ла2 7л с11 2а2 сЬ 7л а2]
511 7л (а — Д1) 511 7л (а3 — а2) 

811 । л811 । л (^2 ®1)

(24)

Удовлетворив теперь условиям (20) и переходя от неизвестных
^Л° и ^л1' к и гДе

^ = /г(_1)А + 1/<1)(?2) ։ 

Г։ = *(-!)»*'<р<')(а2) (25)

для определения последних получим следующие бесконечные системы 
линейных уравнений:
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У к — \ ^а? А’р 4՜ Фа
Р-1

26)

где введены следующие обозначения:

2рд 5Ь ^‘(3.2 — \jsli р* (нз —
(^2 РР 511 Ра (нз Н1) ' ( \~р т՜ Р'р

Ькр—
— *1) 5И 7* (а, — а,)

2с2 [сИ 2а2 4՜ (— 1 )А + ’ сГ12а^ | 
“(4 4՜ !хд, ।

(а2 - аг) 5Ь уА(а3 —а,)

1 _  511 Р* 1 ?2 5'1}

8Ьнл(₽3—?х)

зЬМЗз-Ш . 2с2П ~Н—1)*՜1!
8Ьр-Л (Зз —?1)| “(4 4- Рр

СО5 23., —

— СО5 233
511 РА (32 —щ)
511 Рл(?з —?1)

СО5 23г
511 Р-Ирз — р2)
511 р-й (Рз рз)

(27)

>28)

<2« = - 2сг [со5 2рг + (— 1 )*+1 соь 231] 
"Н—тр

Э11 7й («3 — аг) 
511 7а (а3 —а3)

5117а (з2 —Д1) _ 
5117А(аЗ —я1)

֊֊ СИ 2а3
611 7*<аз ~ аг)
511 7* (а3 — а1)

— с!1 2аз
511 7а(1С2 — «1)
5117 а (4з“а1)

^29)

=

Системы (26) вполне регулярны, так как из (27) имеем

При этом использованы значение суммы

и неравенство

(30)

(31)

(32)

Легко видеть,, что свободные члены систем (26) ограничены свер
ху и стремятся к нулю при ^->оо.

Соотношениями (21) (24), (8) и (9) функция напряжений С7(а, р) 
в области поперечного сечения стержня определяется полностью.

Пользуясь этими выражениями, жесткость при кручении и каса
тельные напряжения определяются по формулам
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C=Gc2 U (a, fs) (ch 2a f cos 23) г/a c/3 (33)
2

V

2______
ch 2a cos 2B (34)

где в—модуль сдвига, т — угол закручивания, на единицу длины стерж
ня, а 12 —область поперечного сечения стержня.

Аналогичным способом можно получить решения для задач о 
кручении и изгибе призматических стержней с поперечными сечения
ми в виде эллипсов с выточками, с разрезами и полостями.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Р- L- UPPUZmiTb

[id И1Г11цП1 Glll(||» sbllflll| |UljGllll|UlG ljsri|uidf iil GLijiii} ii] r|i q

^nqifui^ni if rjll/П Hiplpln ! if L* j fl Hj 1П 1П in'll l( П n p fj fl'll Ш Iff Ш I fl'll /у Л Ll,n՛/ If Ш tf if if lltb If nput чЬ*
'll tn ft inLnp/l pn 111 tpi/b tj 1П pif 1П(Ъ pmf tqpfi qif ui tn [ilj &nqbp[i njnpniifpi
lllliqpfl pil^lll if p pkpifujb 1՜ Ij^UJlflhl ZuilfiniJIiipnilf'ljbpfl lilliffLp^ П fl II illb tf'h L p ft I n i d if in'll : 

fint JIJ 4 inpifmAt np wjq uftninb if'hfpp ifiniffibt nbqni[jujp b'h b nidi'll ,1^Г^1,.Ч и in J in'll ш֊
ifttu Lpfinb OJtjUJui m'h q in if Ъ bp f npn*bp qbpnjff ^r,i ^4 uini_tf bpp k —► ОС / 

^nqtfnibnt. J 2Ш рш ГЦ! if шЬ Xlimf !j Ш p Ь j fl U tn in'll ш! 'limb L plfUl i'll in If tn*ll in linn'll К p , 4 "7'/’-
if map'll b p b ifi npifuitlp'li bp
•jbpft n/npJuilt b Лn if шЪ

niAib gnq 4 ! fl и/ и ft i^lifi ! UI i'll in If in'll 
fu'b q fl рЪ b p ft I nl Лт if'll bppt

in p if in Л p 'h L pn •I *41*Ь Ч^шш^1 Д л -

ЛИТЕРАТУРА—%РЦ.ЧиЪПМ>ЗПЬЪ

1 А. П. Соколов. Математический сборник, г. IX, вып. II, отд. 1, 1878, 288— 
339. - А. Гринхалл, Fluid motion between confocal elliptic and confocal ellipsoids. 
Quart. Journ. of Math. vol. 16. 1879, 227— 256. 5 H. X. Арутюнян, HMM. т. XIII, 
вып. 1 11949|, 107—112. ։ Г. А Гринберг, Избранные вопросы математической теории 
электрических и магнитных явлений. Изд. АН СССР, 1948. 5 Л. В. Канторович, В. И- 
Крылов, Приближенные методы высшего анализа. М., 1949, стр. 662.


