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Обозначим через И круг । | <4 в комплексной плоскости.
Известно, что если С область типа Карадеодори, т. е. область, 

граница которой совпадает с границей дополнительной области, со
держащей бесконечно далекую точку, то в классе Н2((}), т. е. в 
классе аналитических в области О функций /(2Г), для которых

(1}

где Ժյ элемент площади, возможна полиномиальная аппроксимация
в среднем, т. е.

(см., например, (])).
Далее А. Л. Шагиняном (2) было доказано, что если ограничить

ся только теми полиномами, которые имеют фиксированные значения 
в заданном конечном числе точек границы, то в областях типа Кара- 
теодори опять имеет место аппроксимация вида (2).

В связи с этим, в настоящей заметке рассматривается следую
щая задача.

Пусть / (з) произвольная функция из класса ), а (б) про
извольная другая действительная и измеримая функция, заданная на 
отрезке [0,2-| (заметим, что <р(0) может равняться бесконечности на 
множестве положительной меры).

Ищутся полиномы Рп (г), для которых
/• /Դ

1) Иш ;/(г)-Р„(г)|։Л = 0
Ո ОС յ յ 

о
2) Нт /?е Рп (е'°) = ? (О

почти всюду на интервале (0, 2 -).
Предварительно докажем следующую теорему.

3



Теорема 7. Если ((г) Н2(О) произвольная функция, а 
9^0) С 7.2 (0, 2произвольная другая действительная функция, то 
для любого з>0 существует полином Е(г), такой, что

2) тез Е ( ;? (0) — ЕеР (е‘Г}) | > е) £

При доказательстве этой теоремы используется следующая лем
ма. доказанная в (3).

Лемма 1.’ Если на отрезке А = [аЬ\ заданы функции фв(л), 
фх (Л՜) •• ՛?/։ (Л՜)» которые принадлежат пространству Ь2(а, Ь), то для 
любых положительных т, и 1 можно найти функцию ^(х)Д2(а, Ь) 
такую, что

1) тез Е |/(х) =4 0 | <о(& —а)

2) I ф\х) йх < — (фо (х)՝дх
€) о J

А Л

л. наконец,

3)
/1

Фо(Л') Фл (*) йх —
*1
А

Л
/(х) фА (х) Фх

А

й = 1, 2, • • п

Легко видеть, что из этой леммы непосредственно следует
Лемма Г.‘ Пусть ф0 (0), фх (0),- % (9) произвольные действитель

ные функции из класса А2(0, 2г). Тогда для любых положитель
ных чисел 1 и у существует в классе Л2 (0, 2՞) функция ф(0), 
обладающая следующими свойствами:

1) тез Е (% =£ ф)
2г.

2) I О

1 о
/г = 1, 2, - п

где £(Ф0 #= ф) — множество тех точек 0 отрезка (0, 2 -), для ко
торых ф0 (9) =# Ф (9), а ) || ф || — норма функции ф в пространстве 
7.2(0, 2 т:).

Очевидно, если положим Ф = ф0 —где / функция, удовлет
воряющая условиям леммы 1 (при этом полагается (а, Ь) = (0, 2 к)) 
то ф будет удовлетворять условиям леммы Г.

Переходя к доказательству теоремы, заметим прежде всего, что 
•существует полином 5 (г) такой, что
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( (3)

Обозначим через

(4)

Докажем, что существует полином СЦг), обладающий следую
щими свойствами:

О

Ясно, что при наличии такого многочлена О 'г, многочлен
в силу (3) и (4) будет обладать следующими

свойствами

р(2)|2 =
• /
[)

, | (/(г) -5 (г)) -<2 (г) |М
О՛

т. е. теорема будет доказана.
Для построения полинома <2 (г) возьмем положительное целое 

число п0 и положительное число ть удовлетворяющие неравенствам

"о

'6)

В лемме Г возьмем вместо ф0 функцию, определенную равен
ством (4), а за функции ф|(б), фг---. ՛]>« (0) возьмем первые (2г/0т В 
функции тригонометрической системы

51п О С05 о
_ /■ ■ ■ : Л - —’ 1

Из этой леммы следует, что существует функция Ф(6), такая, что

. V е

о

8

б ։ п я0 о

о

СО$ Цо 6

V -

£



и к

՛!> (0) сов /г 0 б/О 1

о

81П /г Об/О (8)

«о
о

(9)

( в лемме Г вместо '> взято -^—| •
\ 4՜ /

Так как Ф(0) ^/.2(0, 2՜), то существует число М такое, что при 
/г>Удля всех частных сумм я-го порядка ряда Фурье функции 
6 (9) имеем

2г
2

81п/г0) б/0<^-
е3

(Ю)* ('-) - ( А
п

—^=соз^0 ֊5 Ьь

о 
где

к I

«о = I ф (0) б/о, а* =
IX 
о

I ф (9) СОЗ Л0б/6,

о

(И)

2г

Ьь =
О

Обозначим через
п

<2 (г) =
. Ьк \ ьI —֊ I гк.^0_

/2к
к - 1

Из (10) имеем

^3

о

С другой стороны

(12)

Ъ (г)(2(г) =

В силу (6), (8) и (11) будем иметь

Ф = 1



Далее, из неравенства Бесселя из (5) и (9) вытекает

//о 1

Так что окончательно получаем

о
Но из (12) вытекает, что

тез (|Ф (0) — Ре(} (с‘г‘) г) < — •

Отсюда, учитывая (7), получаем

тез (I % (0) — (е‘ь ) |

Теорема доказана.
Теперь легко доказать, что задача, сформулированная вначале 

настоящей статьи, имеет положительное решение, а именно, справед
лива

Теорема 2/ Если /(г) £ Н2(О) произвольная функция, а <? (0) 
произвольная другая измеримая функция, то существует после
довательность многочленов Р^(г) такая, что

|г £/5 = 0

2) Нт КеР^(еЛ) = <р(0) 
к - оо

почти всюду на интервале (0, 2 "). 
Обозначим через

?л(°)
если
если

и возьмем последовательность положительных чисел где

Согласно теореме 
такой, что

□о
(13)

й-1
1, для каждого гк существует полином /<.>

и

(Н)

(15)
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Обозначим через
= |0, 2 ГI - Е(I (0) ֊ (е'°) | > **)

и

п --1 к-п

(16)

(17)

Из (13), (15) и (16) следует, что 

тез £0 = 2՜.

Легко видеть, что при О Ео 

Пт Ре Р{к} (ел) = <р(&). 
4 «. х

Если в теореме 2 возьмем (0) = ֊р °о, получим
Следствие: Для каждого /(г) Н2(О} существует последова

тельность многочленов Р{̂}, такая, что

1) Нт Г С|/(2)-Р(г) (Л=0.

й -* оо О
2) Нт |/-)|*Че՛") | = ос. • 

Й ֊► Ж
п. в. на (0, 2 - I.
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1. Пт | 1՝ |/(г) - |?А = 0.
Л -ее !г| < 1

8

2. Пт =«(;)•
Л ->Х

Г||1нГи1р]111 1И|П>Сп1|<Ь|> ; =1 рр9тСшдй|| <|рш:
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