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Э. Р. Розендорн
Реализация метрики dsl = dui f2 и) dv- в пятимерном

евклидовом пространстве

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 22. I 1У60)
1. Как известно, плоскость Лобачевского не допускает регуляр

ного вложения в Е3 (Д. Гильберт (’); через Ет обозначаем т-мерное 
евклидово пространство). Д. Блануша построил реализацию плоскости 
Лобачевского в Е9 в виде поверхности класса С”, не имеющей само
пересечений (2). Покажем, что, если допускать самопересечения (точ
нее самоприкосновения), то, пользуясь методом Д. Блануша, можно 
построить в Еь поверхность с метрикой

ds2 = du2 + f2 (и) dv2, (1)
где / (и) —положительная непрерывно дифференцируемая функция, 
определенная для всех значений и (— оо<и < 4- ос)( причем указан
ная поверхность принадлежит к тому же классу С" или С՝ , что и 
/(«). В частности, если /(м) = сЬ«, получим вложение плоскости 
Лобачевского в Е5.

2. Используем функции:

^(u) = Na ([max (|/|.J'|)I 1), если 2я - 1 < w <2л + 1,
2л-։ <ս<շ«+ւ

Ն(«) = (I max (|/i, Հ'I )|+ /2).если 2л-2 <«<2л- 
2л—2 и 2п

Здесь | ] обозначает целую часть, п принимает всевозможные целые 
значения, N > 2—фиксированное целое число, а = [max 4-2. Функ
ции и <р2 рассматривались в работе г), Фх и ф8—аналог ступенчатых 
Функций работы (2). Для реализации важны следующие свойства , 
доказанные в (2):

1) ср,(/г) —периодические функции класса Сх с периодом 2.
2) <pz (1)-=<р<«(1) ^?։(0)«= ®?’(0) = 0, Л =1,2,...
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При и=р2п + 1 ПРИ «¥=2«
3) <?{(«)+ <?22(")= I-
Поверхность с уравнениями(2| реализует метрику (1):

COST’ p! (и) .
Фх(«)

sinTKpj (и)
f

*4 = / («) ?s(«)
siiTU'J2 (u)

'M")
f2>

COS-l^r; (и) 
'?2 (")x3=/(u)<?slu)

I ° I 1 -J » О
(/(От.(П) ’- ^5Г(/(«т.Ю) dt.

В этом можно убедиться, непосредственно вычисляя ds2 = dx2 4֊...4- 
+ dxl (учитывая, что ф'(и) = ф^ (я) = 0).

Замечание. Подынтегральное выражение в формулах (2) имеет 
смысл, так как в силу построения ф։-

(/(«)?<(«» (3)

Рассуждениями, аналогичными рассуждениям Д. Блануши 
(2), можно установить, что х, принадлежат к тому же классу Сп или 
С®, к которому принадлежит /(«).

3. Остановимся на расположении в Е5 поверхности, заданной урав
нениями (2). Из (2), (3) и из свойств у, и фДв частности из несоиз
меримости фг(н) и ф2(м) при всех значениях и) вытекает следующее:

1) Поверхность неограниченно простирается вдоль оси х5 и заклю
чена внутри цилиндра х2 4՜ *1 4՜ х2 4- х2 = 2 (Na)~x, радиус которого 
можно сделать как угодно малым за счет выбора N.

2) Линии v — const однозначно проектируются на ось х5.
3) Различные линии //=const не имеют общих точек. Каждая из них 

проектируется на плоскости (х1։ х2) и (х3, х4) в окружности х2 4- х2 = 
= г2 (и) и х|4~ x-j = r|(и) соответственно, где г, («) = f (и) ^i(u) (ф/(/г))՜’. 
Если uQ—не целое, то на липни и = и0 разным значениям v соответ
ствуют разные точки.

4) Если k—целое число, то линии u = 2k представляют собой 
окружности x2 + x-=r2(2k), хъ = x5(2k), а линии и = 2/г 4֊ 1 —окруж
ности х2 4՜ Х4 = ^(2/г 4՜ 1), хь — х5 (2k 4- 1). Эти окружности являют
ся линиями самоприкосновения поверхности. В каждой точке такой 
окружности счетное число областей поверхности, соответствующих 
разным значениям v, касаются друг друга, причем имеют бесконеч
ный порядок соприкосновения. Поверхность пересекается с подпрос
транством (х4,х2, х5) по последовательности линий и = 2k, с подпрос
транством (х3, х4, х5) — по последовательности линий // = 2^4-1.
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ds2

Է- fb ՌՈԶեՆԴՈՐՆ
= (էս2 : f2(u)dv2 ւքէտրիկայի իրա 1|ւււ(ւացու֊.if*p hGc|iu}ui<|> ЬЦЦ||>1|1шИ 

м ար in ծա pjiuG ifbrg

Հոդվածում ողտաղործե լուք Գ» Բլանուշի մեթողր է էք կ / ի ղ յ ան 
քաշության մեհ կտէէուցվոլմ է

5 տա -

ds2 = du2 4- J2 (и I du2

յհտրիկա ունեցող if ի մակերևույթ, որտեղ / (Ա )--- ղրաէլան անընդհատ դ Է ֆ ր են ց ե լի

ֆունկցիա Է (——ОО, ՜՜՜ OO աոանքյ^է ւքրւսէ I/ ա սն ա ւք որ ար ար ք եթե ք (Ա)J է ո րատևսկ՚էւ. հարթության ներդրումը E ն տարածության մեքէ
chu, ստացվ ում
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