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I. Рассмотрим непрерывную функцию /(х), определенную на замк­
нутом множестве А действительной оси; производную функцию /(х) 
в точке х£Л по множеству Л обозначим /г(х). Наилучшее прибли­
жение в равномерной метрике функции /(х) рациональными функ­
циями (без какого-либо ограничения на расположение полюсов) по­
рядка не выше п будем обозначать Rn(f\F}.

Известна (для Р= |0, 1| (4), для произвольного замкнутого 
множества Л (5)) следующая теорема (имеющая смысл лишь для 
множеств положительной меры):

Теорема 1.
Если

«п </;р) < ֊* •

где А^> I, С не зависит от п, то почти всюду на множестве Е 
существует конечная производная

Заметим (4), что никакая скорость стремления к нулю Рп(/\Е) 
(даже для [0, 1]) не обеспечивает дифференцируемости функции 
/(х) на всем множестве Е. С другой стороны, при 4 = 1 теорема 
уже не верна. Е. П. Долженко (3) построил пример функции, непре­
рывной, но нигде не дифференцируемой на отрезке |0, 1], для кото-

и даже Яп (/; |0, 1|) < ап, лишь бы V ап = °°
/1 — 1

В работе (5) показано, что скорость стремления Rn(f•,F) к нулю 
большая, чем , е^>0 произвольно мало, обеспечивает дополни­
тельную гладкость функции /(х)(в обобщенном смысле) почти всюду 
на множестве Е. В то же время оставался открытым вопрос о том, 
насколько окончательна в теореме 1 характеристика исключительного 
множества точек недифференцируемости функции/(х) как множества 
меры нуль: или а) каковы бы ни были множества А меры нуль 
и функции (п) । 0, при п-»оо существует функция /(х), недифферен­

рой /?«(/; |0, 1|)< — г С

193



цируемая на Д, причем /?л (/; Л) <2 с? («), или б) дополнительная ско­
рость стремления к нулю Рп(ф\Е} накладывает дополнительные огра­
ничения на исключительное множество. В настоящей заметке приво­
дятся две теоремы, показывающие, что имеет место второй случай, и 
устанавливающие зависимость между скоростью стремления к нулю. 
/?„(/;/■) и свойствами исключительного множества.

2. Пусть Л (г) положительная неубывающая функция положи­
тельного аргумента г, мера Хаусдорфа т /1) множества Г действи­
тельной оси определяется следующим образом: покроем множество Р 
системой интервалов Лк, длина ДЛ = гЛтак, что г* < е. Нижнюю грань 
^Л(г*) по всевозможным таким покрытиям обозначим через тп6(Л;Л);
Ь . .71. £

т (Г; Л) = Игл т1 (Г; Л). Если Л(г) = га, а^>0, то получаем а-меру 
Е -О

Хаусдорфа; в частности, при А (г) = г длину множества по Хаусдорфу, 
совпадающую для измеримых множеств на прямой с линейной мерой 

/ 1 \-1Лебега; если Л(г) = I 1п —I » получаем логарифмическую меру.

Очевидно, если а-мера Хаусдорфа множества Л равна нулю, то и 
а'-мера для всех а'^>а также равна нулю; из равенства нулю лога­
рифмической меры следует равенство нулю а-меры при любом а.

Теорема 2. 
Если

где А > 1, то каково бы ни было г^>0, (А —в)՜1—мера Хаусдорфа 
множества точек недифференцируемости ф(х) равна нулю.

Так как А > 1, то при некотором е^>0 (Д—в)՜1 < 1 и следо­
вательно теорема 2 содержит в себе теорему 1.

Теорема 3.
Если

п
Ит1 /?Г(77)=о,

то логарифмическая мера множества точек неоифференцируемости 
/ (а՜) равна нулю.

Заметим, что точки с бесконечной производной включаются в 
множество недифференцируемости /(х).

Известно С1), что из равенства нулю логарифмической меры мно­
жества следует равенство нулю гармонической меры; по-видимому, 
если Рп{/\ Р)^суп, 0< у < I, то множество точек недифференцируе­
мости /(х) имеет гармоническую меру нуль ((2), теорема 6.4).

Доказательства теорем 2, 3 основываются, в частности, на сле­
дующих леммах об оценке логарифмической производной рациональ­
ных функций:
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Лемма 1. Пусть /?л(х) рациональная функция порядка п, 
0<а -С Ь 0 0 произвольно малое число. Существует множество
д = Д (/?я (х); 3), представляющее из себя сумму конечного числа 
интервалов Дп Д2,■••Д2л> длина Дл = гк, причем

2п
£ (/•»)•««

Л-1

такое, что для х £ Л имеет место оценка

п' *1п п.

где С не зависит от п и 3.
Лемма 2. Пусть Кп (х) рациональная функция порядка /г,3 > О 

произвольно малое число. Существует множество Д = Д(/?л(х); о), 
представляющее из себя сумму конечного числа интервалов 
Д։, Д2, • • •, Д2я, длина Д*= гк, причем

такое, что для х £ Д имеет место оценка

|Я'я (х)| < С|/?„ (х) | ел’4-1п я,

где С абсолютная постоянная.
Замечание 1. Производная (х) в точках х, в которых она 

существует, может быть получена почленным дифференцированием 
последовательности /?2«(х) рациональных функций наилучшего при­
ближения порядка 2" функции /(х) на множестве Р:

(х) = Нт /?2„ (х).
Л- 00

Замечание 2. Приведенные результаты легко перенести на слу­
чай приближения функций комплексного переменного на множествах, 
расположенных на спрямляемых кривых в плоскости комплексного 
переменного. По-видимому, теоремы 2, 3 справедливы для произ­
вольного замкнутого множества в плоскости комплексного перемен­
ного.

Замечание 3. Теорема 2 представляет интерес в частном случае 
наилучишх приближений многочленами на всюду разрывных замкну­
тых множествах.
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Ա. Ա. ԳՈՆ4ԱՐ

Լւսփսզւ1ւյհ гГпмшЦпгпируиП տհււււԱ|>յահ ЦЬгшрЬг|11Ц ւքի 1ււսկւսւլարձ 
рЬпгЬ|Г|1 ւքւաւիհ

ԱշՒ •յ ի տար կ ւ/ ու մ են ռացիոնալ ֆո <_Ն // ց ի ան Լ ր ի մի հ ո у ո •[ /и/ վ ա ղոլյն յ

տավորու֊թյունն երի վերաբերյալ > ա կա ղ ա ր ձ թեորեմներ! 
Ա,պա ց ու ց վ ոլ_մ էէ որ եթե

пА

ապա / X ֆունկցիայի ո*֊ ղ ի ֆ ե ր են»հ ե թէ ո Լթ յան կետերի բ ա ղմ ութ յան -------- 4աք?/»

Խաու ողոր ֆյտն չափը ղրո է, որտեղ քՀ (ք\ Ր\-ր իրական աոանցրի ի' փակ բազմոյթ յա\ 

'/ր4" ֆո,֊նկրյիային Ո կարղի ռացիոնալ ֆ ո ւն կ ց ի ան ե ր ու/ լաւ/աէլույն մ ո տ ա ւ/ ո ր ո ւ.թ յ ո լնն է: 
Ո

հա I !\ ո ( /; Ւ ) =0 ցեպրում տեղի ունի համանման թեորեմ ֆունկցիայի ոչ-դիֆե~ 
ր։ — X
րենց ե լիոլ թ յան լոգարիթմական տափի մասին։
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