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Об одном преобразовании двойственно нормализованной 
поверхности

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 3 I 1960)

Рассмотрим поверхность двух измерений Х2, погруженную в 
«евклидово Е4. Допустим, что Х2 дополнена до гиперполосы так, что 
ее естественная нормализация будет одновременно и двойственной. 
Это значит, что поверхность А2 дополнена до гиперполосы так, чтобы 
характеристика была перпендикулярна касательной плоскости Х.2.

Если обозначить через X нормальный вектор главной касатель
ной гиперплоскости гиперполосы, а У направляющий вектор харак
теристической прямой, то основные дифференциальные уравнения Г2 
<(1) будут иметь следующий вид:

Х7/Г, = А/уХЧ-А/уУ (а)
Ху=-Аул (А) (1)

Уу=-Л*ГА> 1с)
где А/у=-йгдуХ=ХХ?уП, ки= - д.гд), У =
Условия (1А) можно истолковать следующим образом. Если рассмо
трим на гиперсфере 53 двумерную поверхность Е2, радиус-вектор 
точки которой X Х{и\ и2), то ее касательная Плоскости, определяе
мая векторами 01X, параллельна касательной плоскости Х2.

Говорят, что эти поверхности находятся в соответствии Петер
сона (2). Такое отображение Х2 на поверхности -2 назовем ее главным 
сферическим отображением.

Поверхность X определяется следующей системой дифференци
альных уравнений

— т^Х Е^У \ 2
Уу= —|

где
7„ = X, X, = Л*Л,4. - - Л Хйу Г =-Л‘4Д (3)

есть первый и второй тензоры поверхности -2 на гиперсфере Х3, 
причем скобка вокруг индекса показывает, что ковариантное диффе
ренцирование соответствует внутренней связности Ц р). У сдовня (3)
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показывают, что главная сеть (4) л2 соответствует сети линий кри
визны -о.

I. В нормальной плоскости Х2 возьмем точку с постоянными 
координатами (?1։ с2 относительно репера У. Радиус-вектор этой 
точки

г* (и1, и2) = г {и1, и2) 4- с\Х(и\ и2) + с.,У (и\ и2) (4)

определяет двумерную поверхность, которую мы обозначим через X'
Дифференцируя (4) по //', получим

или, вследствие (1)
г‘= п + +

<=(*? М*—.

(5)

16)

Эти уравнения показывают, что в соответствующих точках по
верхностей Х2 и Х\ касательные плоскости параллельны.

Кроме того, поверхности Х2 и Х2 имеют общую нормальную 
плоскость. Для X' получаем выражения

хг՝֊о, Гг;=о, ху = о, дхг=о,

а это показывает, что А" допускает действенную нормализацию с теми 
же X, У. Основные дифференциальные уравнения X’ будут иметь 
следующий вид:

где

* = ֊ л? 
и=֊^,

— д, г*ди Х=кц — схк*к,к — 

к'и= — д1 г*0, У = кч— (\hkkjk — с2к*к)к.

Кроме того, поверхностям Х2 и X, соответствует один и тот же 
сферический образ Е2. Мы можем сказать, что уравнение (4) дает пе
реход от одной двойственно нормализованной Х2 к другой X* с тем 
же сферическим отображением. Но так как главные сети как Х2, таки 
X* соответствуют одной и той же сети линий кривизны сферического 
образа £2, то главные сети Х2 и Х\ соответствуют друг другу.

Вычислим метрической тензор Х\. Используя (6), получаем

1 (°| ‘ — ^2^։) Ккг-

Если теперь главную сеть на Х2 примем координатную, то Л12=Л։8 ?= 
/<12 = 0; следовательно, на Х‘ получаем соответственно к},=к\.,=^,12=0- 
Из (6) следует
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Г1 =(1 — <4 Л} - с2к\)гг, 
< = <1 — ֊ с2 к\) г2.

Эти условия показывают, что касательные к координатным линиям 
параллельны.

2. Предположим, что в уравнении (4) с1 и с2 зависят от пара
метров и3, и4. Тогда

г* = г(«1, a2)4-q(«3, и4)Х(и', и3)+с2(и3, и4) У(и\ и2).

Примем и3, и՜, и\ и4 за криволинейные координаты пространства Е4. 
Дифференцируя, получаем

dr* дг дХ дУ .. ,
= w + ------Ь Со— (/=1,2)ди1 ди1 ои1 ' dir

дг^ = дсг х ^дс^ у
ди3 ди3 ди3

дг* дс
ди4 ди'

у 
ди4

Выберем и3, и4 так, чтобы в нормальной плоскости они опреде
ляли ортогональную систему криволинейных координат. В этом случае

будем dr* дг'иметь ---------
ди3 ди'

Линейный элемент пространства Е4 выражается следующим образом

где
ds2 = Sijdu՛ (d/z3)2 -t g;4 (dw4)2.

Если, кроме того, главную сеть Х2 принять за координатную, то 
Л12 = /?12 = £։2 = 0, а из (7) получим £*2 = 0. Таким образом линейный

(7)

элемент пространства примет вид
ds2 = -։’։ (du1)2 4- gJJdu2)2 4֊ (du3)2 4֊4. (du4)2.

Отсюда следует, что с каждой двойственно нормализованной поверх
ностью можно связать четырежды ортогональную систему координат
ных поверхностей в Е4.

3. Допустим, что в уравнении ,4) с։, с2 зависят от параметра и3- 
Тогда уравнение

г* = г (и', и") 4 О(«3) х (и1, и2) 4֊ G (и3)у(ч\ ч'3) (8

выражает трехмерную поверхность Хл. вложенную в /:4. Линейный 
элемент Х3 равен
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ds2 = S՝j (и\ и՛֊, «’) did du' + g*։ (w3) (du3}2,
где

g'(j = е^~ (8/- cih7~

(9)^3 = 0

Если 

мет вид

обозначить -w= du3, то линейный элемент прн-

ds2 = g\; du' du' ±dw2, (10|

который показывает, что линии w будут геодезическими линиями Х3, 
а поверхность w = const ортогональна направлениям этих линий
Из (9) получаем выражение (с’ )2 4֊ (с2)г — 1, которое показывает, что 
кривая |Cj(«»)» £«('“')}. находящаяся в нормальной плоскости, отнесена 
к длине дуги. Обозначим коэффициенты второй квадратичной формы 
Х3 через ^вр = — даг *д$п = п, где и —нормальный вектор (а,р =
= 1,2,3). Очевидно, что «я =0 (< = 1,2).
Из деривиационного уравнения следует

V3H = ~33п. 
# ♦

но так как в нашем случае =0, то имеем

л ди3 "33
Отсюда, вследствие (8), получаем

следовательно,
с2х + с2у = к33и,

-зз = V (<)*+(q)2 •
т. е. я33 есть кривизна кривой, лежащей в нормальной плоскости. 
Для -/У получаем выражение

(П)

Если, кроме того, главная сеть является координатной, то А12 = 
= ^12 = ё12 = 0 и из (11) получаем 1г12=0. Таким образом, матрицы фун
даментальных тензоров Х3 получают диагональный вид

0

1
0

Fu
0

Я22
0

кзз
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где

*и = о

Гаким образом, главные направления на X, образуют голономную 
систему.

В заключение я хочу выразить глубокую благодарность А. П. 
Нордену, под руководством которого выполнена эта работа.

Казанский государственный университет
им. В. И. Ульянова-Ленина

Ա. Վ- ՋԱՔՄԱՋՅԱՆ
(Հր1|սւկի ճորւքա (ասված ւՐսւ1|երեվույթի Ս՛ի եեվւսփււիւութւան ւքասիճ

1. ^ււտարկենքյ նորմալացված Հշ մա կե րևույթն ընկղմված է վ կ կ լ ի դ / ան Е^-Ում՝, Հեր֊ 
րյՆենք Հ^ինորմալ հարթությունում կետ հաստատուն կոորդինատներով X» У ք"*

պԼրմի նկատմամրէ Այդ կետի շաոավիղ վեկսւորր

г* («', и1) = г (и1, «*) 4֊ с։ х (и՝, н՜) + с2у (и1, и)

որոշում է երկրաչափ մակե րևույթ քորր մենք կնշանակենք ^Հռւ1: 
ա

Դիֆերենցենք ըստ Ա1 վերքին արտահայտությունը և հաշվի առնենք ք1) կստա֊

նանր

-с2к* ) гк

Այս հավասարումը ցույց է տալիս» որ համապատասխան կետում Д՜, և X մակերես

փույթի շոշափող հարթությունները ղուդահեո. ենէ 1:տցի դրանից .Հշ և Х$ մակերևույթ

ունեն ընդհանուր նորմալ հարթություն՝*
ստանոք. մ ենք արտա հա յտո ՎԿ ոլններ

ներն

համ ար

X ր; = о. Уг՝. = о. ху - о, X; у - о

իսկ այս ցույց է տալիս, որ XՀԸ թույյատրոլմ է երկակի Նորմալացում Նույն X <■ Ւ ֊"■/<
Բացք, ղրանից ճշ և մակերևո. յթՆերիՆ Տ յ- ք> վրա հ ա մ ա պա ա ա ս ի, աՆ ո. մ է Նույն

Մևնր կարող ենք ասել, որ ( *) հավասարումը տայիս է անցում մեկ երկակի նոր

մալացված X. մակերևո, յքմից մյուս ճ^Հին նույն սֆերիկական պատկերմամր: Բայց քանի 
որ ղլ/սավոր ցանցը ճշ-ի Ճ՝Հի համապատասխանում է սֆերիկական պատկերի ճ, կորու

թյան ցանցին, ապա ղլքսավոր ցանցր X2֊ի XԼ համապատասխանում է մեկր մյուսին:

2. Ենխաղրենր, որ (*) հավասարման մեք Շ, և £։ կախված են Ա\ Ա՝ պարամետրիցս

^/7 դեպքում ստւսցվում է հետևյալը

г* = г (»', <ր) 4- «1 4*) X (/;1- ս՜) + сз (ս>- ս> l“՝, 11 *'

* по I не суммировать.
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ърь 4ւՒաէ1որ
4Ла1/ ր ած ու թ յան

ցաՆցր ճշ֊ի ընդունենք որպես կոորդինատային I. հաչվի առնենք 
дЛш ին կլեմենտր ստանում է 4Аш/|?ш/ .ոեսրր

Ճ՚-Հ, «4О‘)‘ + Հ,_, ("“•)' + Հ, + Հ<
[Լյսւոե ղիղ հետև ամեն մի Լրկակի ն ո ր մ ա [ ա у է[ ա ծ մակերևույթի հետ կ ա ր ե [ ի է
կա Աք եք րա ո ո ր թ ո էք ոնա լ սիստեմի կոորդինատային մ ակեր և ու յթներ Е - ր>լւՀ<

3. ենթադրենք որ (*) հավասարման մեջ քյ ւ Շշ կախված են П պարամետր ի րյք 
ղեպրՈէ-մ ստացվու մ է, որ ,\ - ի վ ր ա պքխավոր սլ.ղղոե-թ յուՀեն ե ր ր կաւյմոէ֊մ են հս/ոնոմ 
սիստեմ է
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