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У Жуй-фын

Изгиб призматических стержней в условиях 
неустановившейся ползучести

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 19.111 I960)

На основании опытов К. С. Карапетяна :։) нелинейную связь меж
ду напряжениями и деформациями ползучести, вместо единой кривой, 
можно выразить двумя прямыми, линиями, названными нами первой и 
второй областями ползучести. В большинстве случаев, по указанным 
опытам, за пределом этих двух областей можно взять з^сО.6 R В 
настоящей работе, на основании этого, рассмотрены прямая и обратная 
задачи изгиба призматического стержня. Прямая задача сводится к 
решению нелинейного интегрального уравнения типа Вольтерра, кото
рое решается методом линейного решения 2), а обратная задача — к ре
шению двух алгебраических уравнений (18) и (19).

§1 . Пастановка задачи и основные уравнения. 1) Связь между 
деформациями и напряжениями при нелинейной ползучести.

На основании опытов К. С. Карапетяна (1). при высоких напря
жениях (о < 0.6R, где R — ци линдрическая прочность бетона) нели
нейная зависимость между деформациями и напряжениями ползучести 
может быть выражена двумя прямыми линиями (фиг. 1), следова
тельно, общее соотношение между напряжениями и деформациями 
можно выразить следующими формулами:

д 1
(0 = °. (О d' (1)

*1

при

и (t)
А՝(О

*1

д'
(2)

ч (О =

t
д

1

139



При з(- (?) > з/7г„ (/).

где £/ (() и з, (/) — интенсивности деформаций и напряжений, и

», ю - МI +к- - «а*+6 (-л + + -2„Г (4)

С։(^,т) и С, (Л О — соответственные меры ползучести при единичном 
напряжении в первой и второй областях ползучести, Е (Г)— модуль 
упругости, 5//?в (/) = 0,6 R (О, тг — возраст материала в момент прило
жения нагрузки и / — время.

Решая уравнения (1) и (2) относительно а( (/), получаем

М0 = £ (О МО 4- \ £-(т> (т)Л1(1‘, о Л, 
•У 
*1

з; < з<7?о

(5)

МО = ^(О 5/(0 + (6)

//ту

относителбное 
напряжение

ДАи/лелбнесагб загружена» рняг

Фиг. 1.

где и Я2(£,х) — резольвенты ядра /<,(/, -) уравнения (1) и
ядра Л'2(/,') уравнения (2),

^(/,т) = £(0^-

^ ((,,) = £(/) ±10,(00 + ^

(7)

(8)
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'i) — известная функция, равная

1 d~ Сг (f, d-.-

t

0 
dx (9)

2) Основные уравнения изгиба призматического стержня.
Рассмотрим призматический стержень, ось которого в начальный 

момент времени £ = находится в одной из плоскостей симметрии
поперечного сечения.

Пусть геометрические размеры стержня таковы что

можно принять гипотезу плоских сечений 
и пренебречь нормальными и касатель
ными напряжениями в плоскостях, па
раллельных продольной оси, как ма
лыми по сравнению с напряжениями, 
действующими в поперечных сечениях.

Начало прямоугольной системы ко
ординат поместим в центре одного из 
концевых сечений стержня, направив ось 
х вдоль его продольной оси, а ось 
у,z — по осям симметрии поперечного • 
сечения (фиг. 2).

В силу гипотезы плоских сечений 
и сделанного выше предложения о на
пряжениях для любого момента времени 
t будем иметь

IЕх = ау, £у = ег = — £ ay, J.'y =

Фиг. 2.

= Т„ = 0, (Ю)

где а = а(х, /) — кривизна оси стержня и

(12)

<Ь- (х,
/И (х) у 

J
(13)

Если в выражении интенсивности напряжений (4) отбросить малую 
'величину ^ху(0. то будем иметь

е, (0 = ^(0. М') = М*)- (14)
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Тогда основные уравнения для изгиба призматического стержня при- 
мут вид

МО = Е(Ла(£)у+ | уЕ (^) а (')(Л') г/-, 
Ч и

’’х < °/?,

I
«,(0 = Е (ГР(ПУ+ |'у£-(т) !(-)/?. (/.■:) </х4-В*(?,г։).

(15)

(16)

Пусть т( (О является ординатой, разделяющей первую область пол
зучести от второй, и в начальный момент времени нагружения имеем

1 ֊1) ~ м (х) ’ 7 “ з (։7)

Из уравнений (10) и (15) по условию 
приу = т։(/) ах = 

ПОЛУЧИМ 
/ 

г,(О^(0 = (18)

Правая часть уравнения (18) является известной функцией, поэ
тому можем выразить ц(0 через я(£) или наоборот.

Подставляя (15) и (16) в уравнение равновесия £Л4-= 0 и прини
мая в сжатой зоне получим

г
Л»(0 = С£М»(т) |Л։«.т)-К։(ГЛ)| -I-

«7 
* I

7 (-) R, (/,-)</- Н -*|Л'-т|։(/)]В»(«, (19)

Уравнение -х = 0 автоматически удовлетворено.
Исключив т։(/) или я(Л из уравнений (18) и (19), получим не

линейное интегральное уравнение типа Вольтерра. Таким образом, за
дача изгиба призматического стержня сводится к решению нелиней
ного интегрального уравнения типа Вольтерра.

§2 . Обратная задана изгиба призматического стержня. 1) Ре
лаксационной задачей мы называем такую задачу, в которой при за-

* Физически условие 18) равносильно условию (/)| = °х

( из (15) из (16)) 
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данном начальном деформированном состоянии балки, не изменяемом 
во времени, требуется определить закон изменения напряжений или 
нагрузки. При заданном законе изменения деформаций по длине стерж
ня а(0, удовлетворяющем условиям опирания стержня, релаксаци
онная задача, в обобщенном смысле, сводится к так называемой об
ратной задаче, как следует из соотношений (18) и (19), что обратная 
задача сводится к решению двух алгебраических уравнений (18) и 
(19). Отсюда ясно видно, что в обратной задаче учитывать закон изме
нения модуля мгновенной деформации E(t) и предела прочности R(t) 
не вызывает никаких затруднений. Здесь только для простоты пред
положим, что Е (t) = Е = const и (t) = 0,6 R (О = const, и, в самом 
деле, тот же опыт К. С. Карапетяна показывает, что

R (28) =0,87 Л (со), R (80) = 0,95 R (оо)

R (120) = 0,97R (со), Е (0=2100R(/).

Поэтому при достаточно большом возрасте бетона без большой по
грешности можно взять or = 0,6 R = const и E(t) — Е = const. Тогда 
уравнения (181, (19) примут вид

ОС ( С |
(20)

,И(0 = Л3

/

4֊ £/ Са (т) R, (Л т) dx 4- Eh (/) + b [Л2 - т։2 (О| В* (Е т։).

*1

(21)

Подставляя т((/) из (20) в (21), получим

/И (О
Я
Л3

2 t
֊ ֊֊'| 11 + ЕС, (t. <,)]’ (| R, (Л ֊) ֊ R; (t. r)| d- +

” I

+ £/«(/) |l + f R, {t,,) rft] + b ',h= I > +

4-ECJ^.t,)]») R*(M). (22)

В случае релаксационной задачи ։(х,т։) = ЛКх, 
Е1 ■ имеем

“ I

143



1
М(!)=( |1 + ЕС, ((, т։)|« й/? (А х)֊/?г(М)| Л +

*1

+ £С1(Г,т1)]’)В*(^т1), 23)

и В* (т1։ т։) = О
Как видно из (20), в данном сечении •»)(£) меняется во времени, 

и как только она дойдет до величины А, то Л4 (I) будет соответствовать 
случаю, когда все сечение изгибаемого стержня находится в условии 
линейной ползучести.

Если предположим, что мера ползучести материала стержня ха
рактеризуется зависимостью

С,(«.т) = ?(т)|1-е '։" ’*], (» = 1,2), (24)

то резольвента ядра ОС, (/, т) имеет вид

/
«.(Ст) = 1,-։'((т)+ р;-0) + г?(т)—։/«;(-)!<? г<,т' р-։<х| <1х, (25)

ч
/

где = +£?(’)] <&•
’։

2) В качестве приложения рассмотрим пример для старого или 
быстро стареющего бетона. Пусть

с. (Л -.) = *С, (/, -) = *<■„ 11 — е "՛

А = 2,5; с0 = 0,9 X 10 ' см2/кг’ 7 = 0,026; -1 = 28 дней;

Е = 2 Ю5 кг/см2-, а/?и=0,6/? = 55 кг/см2; 2/г = 30 си;

А = 20 си; Л/(-։) = 2,4 X Ю5 кг. см.

Результаты вычисления приведены в таблице.

(дней)

Л11/)

28 30 35 39 45 60 90 180 360

1 0.905 0.737 0.598 
•

0.546 
Г -

0.419 0.362 0.358 0.358
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При £ = 39дней, = 15 см и с момента времени / =39 дней закон 
изменения М(() приводится линейным образом.

§3. Прямая задача изгиба призматического стержня. Для про
стоты предположим, что

С2(^) = *С1(г,т),
или (26)

С2 (^, т) — | (^1 ”)>

где 1 -С & < оо и 0 < X < 1 *.

При этом связи между напряжениями и деформациями при посто
янном Е имеют вид 

/
։,(/) =Мг--1м’) (Л-)</֊, 

с, | </ •

/

Л 1 — А 1 О«.

I °Яо ({> ~1),

(27)
(О -----  [^) ~ еХ (”) /^1 (Л *)

3 < 3₽.

Ох (0 = йх (О + е 1 (о) /?.(/. о) а- + 

* *1 
/

+ г-Ц £°*. |с, а. + [с,(т, о,) R. а. . 

1 ““ А

3>3/?о

где/?։(?,т), /?2(£, т) — резольвенты ядер £՜ — и ^\(^«՜)-

Подставляя (27) в уравнение равновесия-Л1. = 0, учитывая урав
нение (20), получим

По опытам считать, чтоК. С. Карапетяна (') можно приблизительно
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а’(0{Л4-{-£-х£'>₽.Л։|С1(Ат։)+ IС։(’,-.) Я,(0 т)Л|) =

— Ла(Г, т)| Л — г£у&/г#(0“(0[С1(<Л1) +
/

• I

(28)

где Ф (0 == * (О т|(0, известная функция определяется формулой (20). 
Замечая, что

֊֊!—= 1 +х + >Л + >.»-!----- , (29)

будем искать решение (28) для а (^) в форме ряда

“(0=“о(0+Ч(0 + '-Ч(0 +...... (30)
что соответствует методу линейного решения, развитого в работе (։).

Для простоты выкладки ограничимся двумя первыми приближе
ниями. Из соотношений (28), (29) и (30), принимая во внимание, 
что при Х = 0 (Л ") =/?2 (Л х), через некоторые преобразования по
лучаем 

г 
Г \\

*о(О + = ^7֊, (31)

“1(0+ ^1(-)Х(ЛО*=Л(Л-1), (32)

п 
где

Ек0 (О R.. (Л X) + )’«, (О |Я,(Л ’) ֊ Я2 (/, х)1

к (зз|
{31 а0(т)[Я1(^,т) —/?։(^т))Л - а0(/)} 

«У

(34)
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Решая (31), получим
/И

“<>(')- £/|1 + ЕС1(/,т,)|. (35)

Подставляя %(<) из (35) в (33) и (34), решая (32), получим 
/

«1(0 = /1(^1) + (ль,-!, Г (36)

’| 
где Г (00 — резольвента ядра /С(/,т).

Аналогичным путем можно определить а2(0 и т. д.
После нахождения а (И по уравнениям (20) и 27), определим за

кон изменения т)(0 и напряжений.
При практическом вычислении при любом ядре, уравнение 32 

легко интегрировать при помощи численного метода Н М. Крылова 
л Н. Н. Боголюбова (3).

Отметим, что если возьмем только учет линейной ползучести, т. е 
при X = О, то из (20), (35) и (17) легко видеть

Ч (<) =’^ ֊ Ч (Н)-

Это означает, что в случае линейной ползучести напряженное состо
яние балки останется неизменным во времени, а меняется только де
формация.

Прогиб балки -V (/) определяется следующим образом:

а х) «
д2у ((. х) 

дх2
X X

= ( {c^\t,x)dxdx+C1x + Ci. (37)

О и
Здесь С1 и С2 — интегральные постоянные, определяемые условиями 
опирания балки.

По изложенному в §1 и §2, нам кажется, что мы пришли к тако • 
му выводу, что для решения обратной задачи, например, для расчета 
потери напряжения предварительно напряженных железобетонных эле
ментов с учетом нелинейной ползучести, данный метод имеет более 
простой вид, чем другие.

В заключение автор пользуется случаем выразить искреннюю 
благодарность Н. X. Арутюняну за постановку задачи и ряд ценных ука
заний при выполнении настоящей работы.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР



Ոհ ԺՈՒՅ-ֆԻՆ

Պրիպւքւստիկ ձււրլևրի ծււաւքլւ Ա|ւսււս Օացված աււ|ք|ւ ււ|Ա1'ւՐւււՈՈև րւս ւք

Հի մւքՆե [ո,[ հ» Ս. Կարապետյանի (*) փորձերի ւքրա լարումների ե •/ե էի որ մ արի աՆԼր^ 
ոշ ^ւսյ/ւն ա րսւահայտվաէ է երկու ուպ /» ղն /, ր ի մ ի ? ո ր ո վ I

О պսւապործե լով ա յ ղ պ ի и ի րլ ի ւս ւլ ր ա ւք ли, ո ւ и ո ւ մն ա и ի ր ւք ո ւ ։/ Հ պրիէլւԽստիկ ձորի ծուքա\
ո^րիր Աոաջին ղեպրո^մ Ւ^դԷրԸ րերւյոլ•ք է Վ-1 ЛП ևր/, էՈ1,սլի ո, 
ղռային ինսքեէլրալ հ ա л/ ил и ա ր »/ ան է որր լուծվում Լ ил^плл^ии /լոչւ/ած (ւքծայ/ւն լուծմւսնէ ւքԼ. 
թոգոՀ է' ): հГ^!,пГ Ղ ղեպրում Ւ^ղՒՐՐ ^աՆւյւքլմ է հ ան րա հ ա * »/ ա կան հ ս» էք ա и ա ր ո է-մն ե ր ի է
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