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В настоящей заметке мы сформулируем некоторые теоремы о 
феделах неопределенности по мере и о предельных функциях рядов

ОО

(I)
л-1

■де{?л(х)} есть любой нормированный базис пространства [0,1], 
• >1.

Эти теоремы являются обобщениями теорем Д. Е. Меньшова, 
(оказанных в том частном случае, когда базис {«„(х)} совпадает с 
|ртогональным и нормированным базисом 
темы (։՜3) 
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Основным средством при доказательстве таких теорем для рядов 
|ида (1) является следующая лемма, которая следует из леммы 2 ра
боты (4).

Лемма А. Пусть {<?п (х)} — нормированный базис простран
на |0, 1|, р>\.

Пусть, далее, /\х) произвольная, почти везде конечная изме
римая функция, определенная на [0, 1|.

Тогда для любого положительного числа е и натурального 
пела п можно определить измеримое множество е0 и действи
тельные числа ап+\, ап+-2, • • • , ат, удовлетворяющие следующим 
/словиям

а) е0 с: [0, 1], те5£0 < е

Ю | а* | < £, я + 1 < Л < /п

), адМ -/(*)

Л-л + 1

где се0 = [0, 1] — е0

Мы обозначаем

>1»ԱէՆՏ'- 
ԳՐ ՀԳԱք*!'Ն



< е + Ц/(Х) , 

е

п 4֊ 1 т,

где е произвольное измеримое подмножество множества [О, 11 —֊ е0. 
Как следствие леммы А, можно доказать следующую лемму. 
Лемма В. Пусть {?«(*))—нормированный базис простран

ства |0, 1], р > 1.
Для любой почти везде конечной измеримой функции ф(х), 

для любого положительного числа о<^ 1 и для произвольного на
турального числа Ь можно определить многочлен

£'

/У(х)= V ау?/(х)
/ — £ + 1

числа и измеримые множества Еп, (^п, п = £ 4՜ 1, £ + 2,...., £', ко
торые удовлетворяют следующим условиям

те? Еп <
(/•<

2)

п

3)

п ’

п

4) а

(хС|О,1] —(?я —£л; £<л^£'

5) 7а'= 1, (£ </^£')0 < 7л < 1

6) |а7|<а (£</<£')

7)
тез • [с, д\ )

7л < О (£<«<£'}д — с

для любого сегмента [с, д\ такого, что

(1 — с > т, [с, </|а[0, 1].

Формулировка леммы (В) та же самая, что и формулировка леммы 
Д. Е. Меньшова (I1) лемма 4.3, стр. 41), при этом лемма В не
сколько сильнее, гак как в ее формулировке/(х) произвольная почти 
везде конечная измеримая функция, а в указанной лемме работы I1՛ 
предполагается, что/(х) непрерывная функция.

130



Из сказанного вытекает, что веете свойства тригонометрических 
>ядов, которые получаются как следствие леммы 4.3 работы (1), имеют 
(есто также для любых базисов пространства [0, 1|, р>1.

В частности справедлива следующая
Лемма С. Пусть даны измеримые функции Г0(х), Т\(х и 

д(х), /п=1,2,определенные почти всюду на сегменте |0.1|, причем

— Л {X) </т(х) < Л0(х) \гп = 1,2,....) (4)

Тогда для любого нормированного базиса {?„ (х)} пространства 
^[0,1], р>1 существует ряд

ОО
V ?»(*), (5)

функции Аот (х), т= 1,2 непрерывные на [0, 11 и натуральные 
пела *да, /я = 1,2...... которые обладают следующими свойствами:

1) Последовательности функций /т\х\, т = 1,2, ...// Ьт(х}, 
п=1,2,, являются равностепенно сходящимися почти всюду на 
0,1| (определение в§3 работы (1)).

2) *Я1<*яЦ-1 (т = 1, 2.............................. ) (6)

и Игл \Нт (х) — 5 (х)| = 0 (7)
т -♦ «.

ючти всюду на |0, 1) , где 
п

5л(х) = V а/срДх), (п = 1, 2,....). (8)

3) верхний и нижний пределы по мере на |0, 1| последователь- 
мсти

(х), (х),......5„(х),... (9)

щены соответственно Т0(х) и — (х)
определение верхнего и нижнего пределов по мере. см. (1), стр. 41.

4) для любой возрастающей последовательности натуральных 
исел пк, А=1, 2, •••, или верхний и нижний пределы по мере 
Щ |0,1] последовательности 5 (х), £=1, 2, •••, равны, соответ-

твенно, (х) и—/\(х), или можно определить неубывающую по- 
ледовательность натуральных чисел рк, Л=1, 2, •••, таких, что

11 гл рк=со
Л • **

(10.

игпея по мере к нулю на |0,1]
5) 11птая = 0. 

//-ос

СХО-

Аналогичная лемма была доказана Д. Е. Меньшовым для триго
нометрической системы как следствие леммы 4 3 работы 1 лем-
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ма 5, 2 работы (’)), поэтому лемма С получится как следствие лем« 
мы В. К

Для любого нормированного базиса {(х)} пространства [0, 1| 
будут справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть М = {? (х, /Г)) есть непустое множество 
функций ср|х, Е), каждая из которых определена почти всюду на 
соответствующем множестве Е, причем

те$£ >0, £с|0, 1] (12
и пусть Е(х) и О (х) измеримые функции, определенные на [0, 1] « 
такие, что

6(х)<Г(х) (13)

почти всюду на этом сегменте.
Предположим, что множество .И и функции С (х) и Е (х) 

удовлетворяют следующим условиям: а0. Л1 замкнуто в узком 
смысле 3°. если о(х, Е) М, то о (х, Е) измерима на Е и

О(х)^о (х, Е) < /Дх) 

почти всюду на этом множестве;
7°, если ф (х, Е] и если

Е0 = Е +Е{Е(х) = С(х)], 

то функция ?0(х, £0), определенная из равенства 

с . (А £? при х£Е 
[г (х) при х Ео — Е, 

также принадлежит множеству М.
При этих условиях для любого нормированного 

{?„ (х)} пространства Ар)0, 1 ] ,р > 1, существует ряд 
«О
V а»<рл(х), 

л-1

(14)

(15)

(16)

базиса

(17)

обладающий следующими свойствами:
А' . М есть множество всех предельных функций ряда (17).
В . Е(х) иО(х) являются соответственно верхним и нижним пре
делами по мере на |0, 1| ряда (17)

Ит аП = 0
Л-*со

Теорема 2. Пусть измеримые функции Е(х} и О (х) определены 
и удовлетворяют неравенству (13) почти всюду на сегменте |0, 1|- 

Тогда для любого нормированного базиса (фл(х)} пространства 
ЕР [0, 1), р > 1 существует ряд

ОО

а п (х I,
л— 1

(18)
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такой, что для любой возрастающей последовательности натураль
ных чисел

пх<пг<....<пк<,... (19)

Т(л) и (з (х) являются соответственно верхним и нижним предела- 
ми по мере на |0, 1 ] последовательности функций

(20)
где

п

(х) = V а7с?у(х).
/-։

Теоремы 1 и 2 являются обобщениями теорем Д. Е. Меньшова, 
доказанных для тригонометрической системы в работах (2) и (3). Они 
справедливы в силу леммы С, так как доказательство Д. Е. Мень
шова соответственных теорем для тригонометрической системы опи
рается только на лемму 5.2 работы (։), формулировка которой отли
чается от формулировки леммы С только тем, что в ней вместо 
произвольного базиса {<?„(х)| фигурирует тригонометрическая система.

Можно доказать также следующую теорему.
Теорема 3. Пусть |'5л(х)) нормированный базис простран

ства [0, 11, р > 1.
Существует ряд

где

ОО

£ая?в(х).

Нтал = 0 
п —

(21)

(22)

п 1

такой, что для любого множества /И = {?(х, Е)\ и функций Р х] 
и О (х), удовлетворяющих условиям а , 0°, , фигурирующих в фор
мулировке теоремы 1, некоторый ряд

ОО

Л-1

(23)

полученный перестановкой членов ряда (21), будет обладать следу
ющими свойствами.
А00 /И есть множество всех предельных функций ряда (23).

ВР. Г(х)и С (х) являются соответственно верхним и нижним 
пределом по мере на |0, 1| ряда (23).

Институт метематики н механики 
Академии наук Армянской ССР
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Ա- Ա- &ԱԼԱԼՅԱՆ
4/։ տարածության թւս<յ|ւււհԼրի ՇէսւԴեւ՚ի ււահմ*ւսհայ|ւհ ֆււ։(!!(<) իաէւԼ րի ւքւսւփԸ

\էերկա աշխատանքում քերված Լ հեսւեյալ թ ե ո բ ե »Հր •

Թեորեմ. Գիշյուք Л!= {^(.1, £)} ն у I Д', £ ) ֆունկցիաների ոչ պատաբկ բազմություն Լ 
որոնրյքւրյ յ ո լ ր ա ք ան % յ ո ւ րր որոշված է համարյա ամենուրեք հ ա մ ապատ ա и խան /_. բազմոլ. 
թյան վրա, րնղ որում

/1 պիըու ք է X ) » և 6 » Д Iչափելի ֆունկցիաները 
վարարում են

որոշված են [0. 1] հատվածի վ(էա

ան հա վա սա ր ո ւ թ յ ան ր համարյա ամենուրեք այպ հ ա տ վ տ <1 ի վրա! 
*

Են թ ապրենք, որ Л ք բազմությունը ե (յ X I, Ւ | Д') ֆուն կրյիանե րր բավարարում Ա 
հ ե տե յա լ պ ա յ մ անն ե ր ին է

■1, Д1 — րսէ պմ ու թ յ ուն ր փակ է նեպ իմաստով,

Տ. եթե Հ I Д', Е Է-Л/1 ապա ( Д*, է) --- ն չափելի Լ է ---  ի վրա և

с IX) < ¥ (х, Е) < Е(Х) 
էամարյա ամենուրեք ւսյրյ բազմության վրա 
ք. եթե հք (д\ Е Ь:М ե եթե

13
ши^ш

Н)

հավասարությունով որոշված ՛հօ (X, Е„| ֆոԼնկցիահ նու յնպե и 
թ յանր!

Այզ պայմանների պեսլքում Д [0, ) ' տարածության

{ հ ( X I I ր ա պ ի սի ։ ա մ ա ր պ ո յութ յո լն ունի

ՕՇ

պատկան ում կ ,| ք բապմու

րյ ա Ь կարյ ած նորմա

շարքէ նի հետեյալ հ տտկու թ յոէ ննե ր ր ,

А. М — ը 
մ ութ յունը!

հ ան էլ ի и ա հ ո է <Հ Հ՜ |5) Р ո է" Р ** տ հ ան ա յ ին ֆունկցիաների քար

ճ IX) ֆուն կրյի ան երր հ անւլիսանու մ են ( 5 ) շ ա ր ր ի համար համա պ ա տ ша-

Ո I

խտ^է աբար վ ե բին ե Աէոորին սահմանները ըստ չափի | (), 1| հատվածի էյ ր ա!

հա ап = 0 
л- 8

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆ ՈհԹՅՈԻՆ
1 Д. Е, Меньшов, О сходимости по мере тригонометрических рядов. Труды ма

тематического института им. Стеклова. XXXII (1950/. 2 Д. Е. Меньшов. О предела: 
неопределенности по мере частных сумм тригонометрических рядов. Мат. сборник, 
т. 31 (/6):3. стр. 557 (1954). ‘ Д. Е, Меньшов. О предельных функциях тригономе
трического ряда. Груды Московского математичес. общества, т. 7. 1958. 4 А. А. Та.^՛ 
лян. Известия АН АрмССР (серия физико-математическая), том X, №1 (1957).


