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Расчет арочных плотин с учетом ползучести

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 19.111 1960

§ 1. Арочная плотина рассматривается как система взаимнопод- 
держивающих горизонтальных арок у вертикальных консолей. В точ
ках пересечения арок и консолей обеспечиваются условия совместности 
радиальных деформаций и углов поворота (1՜3) (фиг. 1).

Фиг. 1.

Разобьем консоли на п участков (число участков равно числу 
арок) и рассмотрим каждый участок как балку постоянного сечения с 
высотой Л, (фиг. 1 Б). В каждом сечении имеем 4 неизвестных: из
гибающий момент М(0, перерезывающая сила (МО. радиальный про
гиб 1Г< (0 и угол поворота ®,(О.

Вдоль консоли действуют 
гидростатическое давление, рас
пределенные радиальные силы и 
крутящие моменты, вызванные 
сопротивлением арок. Для про
стоты заменим распределенные 
силы сопротивления сосредото
ченными силами /?Д0 и 7/(0 
(фиг. 2).

Л/(0 = П(0 \Г<(0.

У

7/(0 = М0М0.
I /



где г, (О—интенсивность равномерно распределенной радиальной на
грузки, вызывающей единичное радиальное перемещение в рассматри
ваемой точке /-ой арки, 5/ (/) —интенсивность равномерно распределен
ного крутящего момента, вызывающего вокруг оси арки единичный 
угол поворота рассматриваемого сечения /-ой арки. Пользуясь урав
нениями теории ползучести (') и гипотезой плоских сечений, полу
чаем следующие соотношения:

Л/

Р/+1 (О = (/) — гI (/) иу/ (0+ ( 
о;

(2)

Л/

рс1г~, (3)
о

Ф/+1 (/) = ?, (0 4֊ —\֊ -Л |М, (/) + ։, (О МО] + 
М*  ) Л’

* Метод преобразованных параметров имеет преимущество перед методом на
чальных параметров Н. М. Крылова в том, что он устраняет недостаток накопления 
погрешности в процессе вычисления, как это обычно неизбежно существует в ме
тоде начальных параметров.

+ 2£(7)77Л «7,(О| ИИ’о
(4)

Г/+1(0 = (О 1֊ ?/(/)*.  + Л [М(0 4֊М0<М0] 4֊2£(0Л

Аз

6£(0 А А [(М-МО 1,11 +Ш о
где Л—интегральный оператор £х(0 = -*(0 — х (т) К (£, -) <1\

*1
/С(Ог) = £(Г)А|^_ + С(<,т) , 

Е(1)—модуль упругости и /—момент

С (Ст)

инерции.

— мера ползучести,

Для определения /И/, Ql, ф{ и 1С пользуемся методом преоб
разованных параметров*  (5). Подставляя П/։(/), <?>«(/) из (2), (3) в 
(4), (5), получим:

?1+։(0 =
А, I

$Д7Г“2£(О// 5/(/) +
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_1_+ А'
5,(0 + £(0Л

*7 , _1_
6։, (О 2|£(О6

*5 
35,(0

+ ֊^-£
8£(О/, (6)

(1.(0
П(О

֊ Аг^МОЧ- 
8/(0

А/ 
8/(0

1 , 
П (О + 5/(0

։ >

А- 
ч------- -— ь

2£(0Л

<2лм(0֊

И/+։(0 +

мж(*Н

№/+1(О

А/ , V , л?
2г/(0 65/(0 ' 30£(0//

Л/ , л/ , 11Л/
2г,(0 ‘ 35,(0 120^(0 л

(6) и (7), заменяя индексы / 1 на I, а

(7)‘

на I—1 и приравнивая
х НТ/(О и <Р/(0 в силу (2), (3), получим:

֊(^֊1(0
'•<-1(0

А/-1
5/-1 (О

1 1 А?-| 
г,_, (0 и(0 51—1(0

<2,(0- <3.1. (О 
Г. (О

Л/-1 
5<-.(0 М։_,(0-

Р/-1 4-4-+ 30£(0Л-1

/б-1
5/-1(0

11 А?_, 
120£(0Л֊1 
А? .

5/֊|(0 ։,(/)

1-1

65/ ։(0 24£(ОЛ֊։

М(0 = А/-։
2г/-1(0

Л?։
б5/_։ (О

А/-1_______
2г/_1(0 2г/(0

Л«

Р‘ 2г, (О

“ Т7Й 8/ (Г)

Л/-1

Л2 I

Р/+1 .

Л?-.
3.5, , (О

8/-1(0

Л'-<* )+МО 

А?-.
35/_,(О

Ж1(0 =

*5
6։, (О

(8;

1 р‘ 35, (О Ри-1. (9>

1

Уравнения (8) и (9) без учета ползучести впервые были 
иены Чен Лен-си (2). Пользуясь уравнениями (8). (9) для 

полу- 
каж-

дого участка консоли (сверху вниз), напишем следующие соотно
шения:
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при i = 1 Q։(0, A/JO =/|Qo(O. -W0(M, Q2(O, M.(O| (10)

при / = 2 Q2(O. M.(O = /[Q3(O. Af3(/)b (II)
при i = n — \ Qn-\(t), = j[Qn(t), (12)

Таким образом, получаем систему 2л - 1 рекуррентных интегральных 
уравнений. Параметры, входящие в эти уравнения, определяются из 
граничных условий консолей: 
на гребне плотины

Ро(О = ЗД=О. (13)

у основания плотины для жестко-защемленного контура

= Г„(О = 0. (14)

Подставляя (6), (7) в (14), получим

?Я(*)=Л<Э«-1(О,  QHO. М-ЛП. Л1п(^)1=о, 
rfl(f)=/|Q„_i(^, Л4Я(О1 =0. (15)

Совместно решая (12). (15), определим С?Л-1(О. /Ил_։ (/) и
Л1Я(/). Определив 1(0. Л^л-։(0 и .ИЛ(П, в обратной по
следовательности находим все (},(/) и АЦО- Значения <рз(О» М'։(0. 
R. (О и Л(0 можно определить из уравнений (6), (7), подставив из
вестные и .И, (О-

Нагрузки определяются следующими формулами:

от арок Рл(0 =
2Г4 (/) г, (О , 

/z,-i + А/ (16)

•от действия кручения 2$/(0<М0 
А|-1 4՜ А, (>7)

_ /х,__ din*p  ^кр(/֊։)(0 ^кр(14-|)(О
P*v  ’ -------- тлг՜ — — п / 1. ~ г 1. . - (18)

от консолей /?*(/)=/?,  — раЩ — Ркр(О- \19)

Для учета влияния податливости основания плотины, следуя 
Фогту, вместо (14) примем

Г„(П= IV _ kvMn(t)
осн — F Н ^осн ։ и -ОСН

■рл ( О — ?осн — —
А, ЛЬ, (О
Е осн • d2

Af։Qo(0 

~Ё ' <-осн <■«
(20)

/пкр (О =

где А1։ А3. А5 коэффициенты перемещений, /:(>си -- модуль упругости 
основания и 4/ толщина основания. Пз (20), (6), (7), (12) определим 
<?л-1(0. Ь>л(О, мя_։(^) и .ИЛ(П.
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Следует отметить, что в инженерной практике верхний бьеф 
арочной плотины наклонен к нижнему бьефу (фиг. 1 г). В настоящей 
работе этим обстоятельством пренебрегаем, что идет в запас проч
ности.

§ 2. Решение основной системы интегральных уравнений. При 
помощи метода Н М. Крылова—Н. Н. Боголюбова разобьем промежу
ток времени — на множество малых промежутков 4 ~х1> 

— /‘р • ■ ■ — 4-1 и приведем (8), (9) к системе алгебраических урав
нений (21). Последовательно решая эти системы, получим решение
для соответствующего 4.

— т—ттд Ф/-1 (4) + -—,-т-г 4- — п .4-1 (4) 14-1(/л) 4(4)
__ 1-1 (4) 4՜

дз 1 Л
=4— 1<2- (М ♦» + Л») - ֊Гт-. <2т(М + 7-7Г? Л4,-,(/,) -0/1-1 Г>\ГЬ)

/». , Л2 , /> ,
5| —1(<л) ^//-1

Л? 1 А? 1

+-6СТ)՜ р-‘ +-зоТТ И + ^<МС(1..ь)1р-.+

+ 2Г1 Л4) 24(4) 351-1(4) Р

НА* Л/
+ 12О7ГГ И + ^К(4, ь)1а ֊27^^. (21)

, А2 ь
.-ш +՛- |<э-(би»+4»|-гЛ,<?/+|(м+

+ -4т֊.-М-.(М- г-Л-г+пт-։ 
$1-1(4) 1$։—1(4) $1(4)

- 7Г7|Л1'(<։) + в։| + зТТмуИ'* 1(<։) “ р‘-1 +
А2 .I — 1

24/. , |Н £(4)С(1*.-,)|/>,-1  +
Л?-1

3$1 1 (4) 651(4).

. Л2
4֊ “87^" 11 4֊ (4) С(/л, тг)] — -^֊ргу А+1 •

где



(/-1 =/֊2в/0 = = О, 1, 2 ’’/г).

§ 3 Расчет г,(() и $,(/). 1°. Расчет радиального прогиба сим
метричной круглой арки с постоянной толщиной, с учетом податли

Фиг. 3.

вости основания пят и ползучести бетона 
арки, под действием равномерно распре
деленной радиальной нагрузки (фиг. 3)

Рассмотрим основную статически 
определимую систему (фиг. 4), Напишем
канонические уравнения

+ °12 Л (О ՛

+ аН.Ц) BM.it) ДфР=0,

а12дно(Г)-ь^^о(О + ^֊Р
+ ВН.Ц) +cM.it) +0Фр = О. (22)

Здесь через Вп, о12, оя, Чр, как 
обычно принято в строительной ме
ханике, обозначим деформации под 
действием единичной нагрузки, а че
рез а, В, с, ЛфР, 0фр — соответствую
щие деформации от податливости ос
нования. Фиг. 4.

Система интегральных уравнений (22) в общем случае в замкну 
той форме не интегрируется, поэтому ниже приводим решение эти: 
уравнений, пользуясь методом Ю. А. Соколова(в), который здесь об 
общей нами для случая системы интегральных уравнений. При приняти 
С (С х) = у (т) [ 1 — е дЛя первого приближения получаем

М) (О = С 1/1

где

М.П) =
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л, = |։„(<) + а] |г22(0 + с1-1\2«1 + в|։, 
л,֊։и(Л1«»(0 + с|-»и(0|^(0 + в|.

= $12 (?) 1°22 1+ С1 °22 (О 1°12 (’ 4՜ Я|,

А = $п (О [$12 (О + Я] ֊ $12 (*} [$п (0 + а|, 

Л = $12 (О [$12 V) 4- В| - 628 (6 [8П (/) + а],

. = ֊ Д<'>| 1 + Е (/) с (/, т։)| - Д0Р, /2---------б<')[1 4- Е (() С Н)| ֊ 0^.

= $п (О +■ В1 = $12 (О 4- Я, сх = 022 (Г) 4֊ с.
Обозначим через радиальный прогиб в сечении 0 от единич- 

ой равномерно распределенной нагрузки (фиг. 5), по формуле Макс- 
елла-Мора имеем:

о о

/Их = —Г51П(<2> —0), ^ = 81п(ф —0).
(24)

83



Отсюда определяем /о(/) и

(25)

Следует отметить, что в случае старого бетона (при <р (т) =co=const 
и Е = const.), путем превращения системы интегральных уравнений в 
систему дифференциальных уравнений, можно получить решение си
стемы (22) в замкнутой форме, которое имеет следующий вид

Фнг. 5.

«,(«) = tV + Л Г''-г l-^ + V^.W + 'iWI -
'1 г2 V 2 ' 1) Г1

s, = 1։2 I |0р( 1 + Ес,) -f вфр] |ou( 1 4. /=£•„) 4- <J| - IM1 +

где

4-£>в) +аФрЦ8„О £с0) + «I).

s,= -,։2([Д„|1 +Ес„) + Лф„] [8.։( 1 +£<:<,) +с) —IM1 + Ес„) +

+ М IMU ^оН «!)•
, l/ + /6'։-4V
— ——................... ---------------------- — »

и = 7 2 {2(812 4 В) (3U (1 4 £с0) 4֊ ֊ 2 (Зп 4 а) (822 4֊ с) -
— Ес0 [(Зп 4 а) о22 4՜ (о22 4 £)ouJ},

V=12Q{ [3։2(1 4-ЕСо)4֊В]։-[311(1 4^о) + «1 1*22(14֊

4՜ ^о) 4՜ <4 )■

Мо (tj) — |(0р 4 0фР)(8п 4 а) — (Др 4 ^фр) (8и 4՜ 5)J • 2,» 

н. (b) = ((Др 4 Дфр) (* 22 4- С) ֊ (0р 4- 0фр)(812 4 Я)1 • 2,1
(27
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2 = |(8и + 0)։-(։п + а)(г։։+с))-'
прИ t = ос имеем:

Ггл \ — IM1 + £go) + 0фр| [оп(1 -I- Ес0) 4- а| - 
^о( > [312 (1 + Ес.) W - |^(1 + Ес.) +

[*̂д  (1 4՜ AQ + Лфр 11*> 12 (1 4՜ Ес.) 4- Е| 
га]р,22(1+£С0Г+С] ------  ’

• г sin <р </ср( 1 4֊ Е (t) C(t, "JJ 4՜ %> —

л7 ( гг,\ _ О Ес.) 4- ДфР| |(с22 (1 4՜ Ес.) 4-t՝| — 
01 } |s։2(i + ^0)4-Bi2-|on(i + ^074՜

(28)

IM 1 + Ес.) 4- 0фР| |о12 (1 4- Ес.) 4- В)
4֊а][622(1 4-£co)-f-cj

Из (27), (28) видно, что при t = оо решение с учетом ползучести
отличается от упругого решения только 
тем, что в (27) вместо Е нужно по-

Е ставить-;—-—=- •1 + Ес.
2°. Расчет угла поворота во

круг оси арки под действием единичного 
равномерно распределенного крутяще
го момента (фиг. 6).

В силу симметрии отсутствует нс- 
Фиг. 6.

комый статически неопределимый крутящий момент в ключе и толь- 
ко существует изгибающий момент х(р. Поэтому в любом сече
нии имеем:

крутящий момент:
<₽

(t) = (mr cos (? — 9)^9 -X (0 sin<p =

л %
— [тг — Л(/)] sln<?,

Фиг. 7

изгибающий момент:
Л»

Ми (t) = mr sin (ф — 6) 4- /V (0 с os <р =
о
™ mr (1 — cos <р) 4- А' (0 cos 

Пренебрегая X(t) и Mu(t), как это обычно 
принято в теории оболочек и арочных плотин, 
получим только крутящий момент:

Мк (0 = г sin <f-.

По формуле Максвелла-Мора имеем:

’ г cos (ср — 0)
I О/0

О
=
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и

Г- [1 4-£(0С(Л vl 
2G/0 I(а — 0) slnO փ sin a sin (a — 0)| + Л5г sina (29)

s( (t\ = I
' go(f) '

Из (21) видно, что в случае старого бетона и при / — оо расчет
напряженного состояния арочных плотин с учетом ползучести старого 
бетона при { — оо отличается от упругого решения только тем, что

вместо Е в последнем нужно поставить и если при близи-

тельно считаем. что Е Со= 1, то вместо Е------- , как это обычно и

пр нято в действующих нормах.
Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

ՈՒ ԺՈՒՅ-ՖհՆ

Uiuifարաւիհ u|iuki|uiрвЬրի ЬшсЦпиГр tiiiqfji hւսշփսռոււքւււ|

Աքւ/ւյյ րա յքւն պատվարը ղիտվ ni if է փոխադարձ կապված հորիզոնական կամարներիդ

ե ուղղաձիգ կ ոն и ո քն ե ր ի у կազմված սիստեմ։ համարների և կոնսոքնե ր ի հատման կետն՝

րում ապահովվում Լ շառավիղային զե ֆ ո ր մ ա ց ի ան ե ր ի և պտտման անկյունների 
տ Լ ղու թ յունր!

կոնսոքր րա մանվում Լ Ո հատվածների ( որտեղ Ո~ր կամարների իքիվն ե

մի հատվածը գիտվում է որպես հաստատուն կտրվածրով հեծան։

Խն ղ րի Լուծում ր րամտնվու մ է երկու մասի։ քԼոահին մասում տրվում կ 
քային հեծանի հաշվումը, որի համար շառավիղային ճկվածըի և պտտմ ան անկյան 

համա*

ամեն

կոնսո- 
նկա*՝

մ ա մ ր и տ ա у վ ո а յ է Հոչտերի տիպի ինտեգրալ հավասւսրու /քների սիստեմ, որի քուծումք 
տրվում է Ն • Մ. f/ոիքովի Ն՝ Ն • Р ո ղո ք յուր ո վ ի մեքմոզի օղնուի/յամրէ U.jn սիստեմի լոԼ~ 
ծումր տ ր տա հ տ յտ վ ու./1.//,ա վ ո ր ճկված ք» ի և պտտման անկյան if ի 9 ո у ով , ո ր ոն ր զեռ ան հ այտ- 
նե ր են։ Այղ անհայտները որոշվում են երկրորզ մասում՝ կամարները հաշվելիս! Այս

ան հայտներ ի նկատ մ ամ ր ստազվում Հ ղարձյայ ինտեզր

ների սիստեմ, որ ի լուծումը տրվում է Օգտագործելով ք} • //». քքոկոլովի մոտավոր եզանա՝

կըէ ՛Ծ ե րա уп ղ րետոնի ղե պյ>ու մ այղ հ ա վ տ и ար ո ւմն ե ր ր լոլծվու մ են ճշգրիտ!
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