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I 1. Вопрос о квадриках, принадлежащих конгруэнции, являлся 
предметом исследований многих авторов. Наиболее существенные ре
зультаты были получены в работах Егорова (։), Финикова (2>3) и Гам- 
>бье (4). В заметке 1։01 была рассмотрена конгруэнция, гармонические 
линейчатые поверхности которой являлись квадриками.
I В настоящей работе получается (инвариантное, относительно те
траэдра первого порядка конгруэнции) необходимое и достаточное усло
вие конгруэнции, расслаивающейся на квадрики, и в связи с этим 
доказывается несколько теорем. В последнем пункте получена сопри
касающаяся линейная конгруэнция произвольной линейчатой поверхно
сти конгруэнции, которая очень тесно связана с остальными резуль
татами. В работе применен метод внешних форм Картана 4 .
I 2. Инфинитезимальные перемещения тетраэдра А2 Д3 .4, в про
ективном пространстве определяются следующей системой дифферен
циальных уравнений

I 4А1 = ш* Ак, 1,), к. = 1,2, 3,4,

|де линейные дифференциальные формы, связанные структурными 
уравнениями проективного пространства
I Семейство тетраэдров 1-го порядка, присоединенное к конгруэн
ции (Д։ Д2), выделяется дифференциальными уравнениями

I и»4 = О, ю3=0, ш4 = а։՛3— Зш4, ш“ = Вш34 Тшо1 «• •> I ' I 1 I 1
I Да = —р1Ш4, Др = ар։и>3 -|- 7р2ш4, Д^ = р2ш3 4֊ у2а>4

I А)

Да։ — Зцш’ ^ււ<օշ, А5։ — ‘ — а312о>։ 4- ,'22«»շ,

՜՜ ^22и>| ~Ь ДЗц = ՜4 քք-12։ալ>' А;'22 = ®^լշ.յ,ս| .՜'22ՋԱ)_' 
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и аналогичными уравнениями, полученными из (Д) заменой указа
телей 1 на 2, 3 на 4 и добавлением штрихов при коэффициентах а, р, - 
с любыми указателями.

3. В заметке (в) были получены квадрики Ли для всех линейча
тых поверхностей <>»4 = Xи»? конгруэнции. Одна серия прямолинейных 
образующих этих квадрик определяется тремя линейными комплексами 
[ 12], d [12], d- 112] mod (u»J — Хю?) или тремя точками в пятимерном проек
тивном пространстве Р5:

ах = [12], а2 = [14] - [23], а3 = 2Х [34] 4- X (Х1 + ХХ2) [14] 4֊
(1)

4֊ (X2 а' - 2XJ3' - /) [13] 4- (֊ X2/ - 2tf 4- а) |42].

где [ZZr] — аналитическая прямая (Д, а

d In X 4֊ «»} 4֊ io] — u)2 — u)] = Xi u)$ 4֊ Xi w]. 1'4 2 □ 1 1 *2 (П
Линейчатая поверхность Ц = Хю? будет квадрикой тогда и только 

тогда, когда

([12], d [12], d- [12|, d* [12]) = 0 (mod wj — Xu»?), 

которое в силу значений (1) приведет к трем равенствам:

֊ (г, + ы,) (»-х» + 7-> - <7; + - зх (7?; + х«?у = о,

('т + '•'■։ ! <7'֊՛ + ։) ֊ ։։։ +77։*՛ + 3* («?։ + *7?։) = 0.

+ (7Хг 4- «) (*'։' - 2*?' - 7՛) + («'*2 + 7') (Х։7 + 2Хр ֊ «) = 0. (2)

В последнем уравнении принято

4֊ Х։ (и»’ — а,3) 2Ш1 _ х11Шз А12ц)4։

(3)
А։ 4- х2 (ш2 _ ш4) _ 2ц>2 = Х21о,з />22Ш4

Из первых двух уравнений системы (2), исключая Х։4-ХХг (при уело- 

виях /2 ?=----— и за'— =£ 0), получим уравнение пятой степени

относительно
7“' (7г ֊ “2) + 37а' (р2 4֊ ЭД X* 4֊ [за' (3^ - а^) +֊

+ 77'(72 +ЗЭД]Хз+[аа' (3$-

4֊ За;' (р։ 4֊ ЭД л + а7' (•/ — Я1) = 0.
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Конечное уравнение (4) и два последних дифференциальных 
равнения системы (2) являются необходимыми и достаточными усло- 
иями для того, чтобы линейчатая поверхность и>}=)ли} конгруэнции 
)ыла квадрикой.

4. В этом пункте рассматривается вопрос о том, когда линейча- 
ые поверхности конгруэнции, соответствующие асимптотическим ли
тиям (5) фокальных поверхностей, являются квадриками.

Известно, что конгруэнция Д7 с двумя линейчатыми фокальными 
юверхностями содержит квадрики, которые соответствуют прямоли- 
։ейным образующим фокальных поверхностей (э). Линейчатые 
юверхности конгруэнции, соответствующие асимптотическим 
щниям первой фокальной поверхности, определяются уравнениями

0)2 = £ | —~ ш?(6 = ±1) (’)• Следовательно, для этих линейчатых

юверхностей

. ՛ а.
х-£у-Т- (5)

Дифференцируя это уравнение, в силу (Г) и А) получим

а։ — р2 
2 (6)

Внося значения (5) и <6) во второе уравнение системы (4), получим

I 7(а1 4՜ Зрг) 4֊ е I — я (72 — 331) = 0. (7)
Последнее уравнение показывает, что фокальная поверхность (АД 
— линейчатая (5).

Равенство (7) не зависит от е тогда и только тогда, когда
«1 4-3^2 = 0, 72 — 3?| =0 (8)

Это означает, что если обе линейчатые поверхности, соответ
ствующие асимптотическим линиям фокальной поверхности (.41), 
[являются квадриками, то поверхность (А։) тоже является ква
дрикой. ■

Первое уравнение системы (2), в силу значений (5), (6) и (8), на
пишется в виде

3(?2 + е'| — ֊ ₽1) (77' — а«') 4- е]/֊ ֊ (377х 4- аа' а2) 4֊
I 7 г 7

! 4- 77' 7! — Зяа' 0? = °֊

«Это уравнение не зависит от е тогда и только тогда, когда

3^1 (77՜ — ’<*') 4՜ 377' 4-®*' <4 = 0,
(9)

3₽2 (7Т'֊ ««') 4-77'71—3®»'02 = 0.
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Дифференцируя уравнения (6), в силу уравнений (3),

Внося эти значения в последнее уравнение системы (2), в силу равенств 
(8) получим тождество.

Из уравнений (9) вытекает, что если конгруэнция Д2) есть 
Н” — конгруэнция

—77' = О, (9)

то второя фокальная поверхность (Д2) также является квадрикой, т. е.

< + эр, = о. т;-з0а = о (10|

и, наоборот, если вторая фокальная поверхность (Д?) является ква
дрикой, то конгруэнция (Д։ Д2) есть конгруэнция 1Г. Таким образом 
мы получили конгруэнцию IV, две фокальные поверхности кото
рой являются квадриками и, следовательно, две асимптотические по
верхности (линейчатые поверхности конгруэнции, соответствующие 
асимптотическим линиям фокальных поверхностей) также являются ква
дриками.

5. Известно, что 117-конгруэнция будет конгруэнцией R, если 
одна ее фокальная поверхность будет квадрикой (3).

Здесь мы будем доказывать одну теорему: Если обе фокальные 
поверхности конгруэнции Н' являются квадриками, то все фокаль
ные поверхности последовательности Лапласа также являются 
квадриками.

Согласно условиям теоремы мы имеем следующие уравнения:

а,+ 332= 0, 72 — 301 = О, а2 + 30,= О, - 302 = 0. (11)

Дифференцируя первое уравнение этой системы и пользуясь осталь
ными уравнениями, получим

01 +0>О, 02 + 02 = О. (12)

Из 2 и 3-го уравнений системы (11), как дифференциальное 
следствие, будем иметь (7):

011 =аа', 022 = — аа'.

Новое дифференцирование уравнений (13) приводит к уравнениям 

Д0и = (301 а0' + 30' 07' — 2аа' 02) <п]

(13)

Д022 = - (30.; а' 0 + 3020'7 + 2<ха' 0։ ) ш4 
Т

(14)
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Из этих уравнений в силу (А) получим

9111 = З'р, аЗ' + 30; - 2аа' ?2, р1Я =0,

Раи = ֊ (3₽2 <3 4- ЗР .З'т 4- ?.), 3122 = 0.
(15)

Отнесем конгруэнцию (А։ А2) к осям фокальной сети (А։), т. е. 
допустим, что имеют место уравнения (5):

Р = 3' = 0, 3։=0, ?2=0. (16>

Выбранный тетраэдр является тетраэдром 1-го порядка для вто
рой конгруэнции последовательности Лапласа, которая теперь описыва
ется лучом |А3 А!).

Коэффициенты конгруэнции (А3 А։) вычисляются из формул (5)

Поверхность (А3) является квадрикой тогда и только тогда, когда

а1+ 332 = 0, 72 — 3 3!=0.

В силу уравнений (11)—(17) последние уравнения превращаются 
в тождество, и теорема доказывается.

В работе (՛) была доказана теорема существования конфигу
рации I. А есть частны й случай полученной последовательности (ког
да последовательность замыкается после четвертого шага, т. е. ког-

Результаты 4 и 5-го пунктов позволяют сформулировать сле
дующую теорему:

Если в конгруэнции Н7 две линейчатые поверхности, соответ- 
твующие асимптотическим линиям одной фокальной поверхности, 
являются квадриками, то все фокальные поверхности послесюватель- 
чости Лапласа, порожденной этой конгруэнцией, и все линейча
тые поверхности этой последовательности, соответствующие асимп
тотическим линиям фокальных поверхностей, также являются 
квадриками.

6. В этом пункте получается соприкасающаяся линейная конгру-
энция линейчатой поверхности «>' ли»з конгруэнции. Если линейча-
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тая поверхность ш<=Хш*не квадрика, то такая линейная конгруэц. 
ция в пятимерном проективном пространстве определяется четырьмя 
точками [12], </[12], mod (— Xu>J), 112] mod ( «>}—u>J) и d3 112 
mod ( «J — X4), или трехмерной плоскостью

([12] t/[12] tf|12] </3[12] ) mod («>; — /. o)f).

Эта плоскость совпадаете плоскостью, определяемой четырьмя точками 

а1=(12], а2 = Х [14]-[23],

а3=2\ [34] + X+ ХХ2) [14] + (Х’а'-2Хр' ֊ 7') 113] +

+ (-Х«7—2X₽-f֊a)[42], (18)

а. = а [14] + b [13] 4֊ с [42], 
где

а = к (Хп ֊ XXj8) -|՜ X՜ (Х21 — ХХ22) -! ։/2X (X՜ а2 ) 4

+ (7Х« -1- а) (X2 а' - 2Х₽' - 7') + (а' X2 4֊ <) (),27 + 2Х₽ - а),

с = — 2 (Л1 + ХХ2) (7Х2Д а)-f aaj —Y72X« —3X(a^ + X7p2). (19)

Пусть прямая
d=Pu [//] /,/=1,2,3,4 (20)

является директрисой линейной конгруэнции (а, а2 с23а4), тогда коор
динаты прямой d должны удовлетворять пяти уравнениям

р33 = 0, >.р23 — р'3 = 0, р23 р" 4- рир32 = 0,

2).р>2_1 x()14-Xk2)p2’4-(X2a' -2xp'_Y')p« +

— 2X0 4֊ а) р33 = 0 (211

ар23 4՜ Ьр32 4՜ ср33 = 0.

Так как координаты р՝1 в третьем уравнении имеют вторую степень, 
то, решая эти пять уравнений относительно шести однородных коор
динат р^ и внося эти значения в (20), мы получим две директрисы 
искомой линейной конгруэнции.

Для развертывающихся поверхностей и»* = 0 и 1»>| = 0, трехмер
ные плоскости, определяемые точками (18), имеют сопряженные 
прямые в

( |12|, 2Т' |13| + 2։ |42| + (а,-т;)|23| ).

( |12|, 2»'[13| + 2т |42|-(«;-7։)(14|). (22i
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Каждая из этих прямых пересекается с гиперквадрикой (^(5) только 
в одной точке (12), следовательно, Директрисы соприкасающейся ли
нейной конгруэнции, для развертывающейся поверхности, сливаются 
в одну прямую, совпадающую с образующей этой поверхности.

Две прямые (22) в Ръ совпадают тогда и только тогда, когда кон
груэнция удовлетворяет требованиям

аа'-п' = 0, а1-7;=0, а;֊72 = 0.

Такая конгруэнция подробно изучена в работе (п).
Если обе директрисы некоторой линейчатой поверхности прохо

дят через фокусы луча конгруэнции (следовательно они лежат в фо
кальных плоскостях), то согласно (19), (20) и (21) это требование рав
носильно уравнениям

6=0, <? = 0. (23)

Для двух гармонических линейчатых поверхностей (Х=- | ։;, 
(10)) первой фокальной поверхности (Дг) конгруэнции уравнения 
(23) дадут

а1 + 300 = 0, 30, (аа' -- и') + ւՀ Հ + За։' 0' = 0,
(24)

7 շ — ЗЯ = 0, 30х (а։' + ц') ֊ Հ 4- 37Հ $ = 0.
Первый столбец этой системы показывает, что (4,9—есть поверхность 
второго порядка.

Аналогичное требование для гармонических линейчатых поверх
ностей второй фокальной поверхности (А2) вместе с системой (24)
приводит к равенствам 

а1 ՜է՜ 30շ=Օ,

7շ~30յ = Օ,

+ з0֊о, 0x4-?;=о, 

т;-з0;=о, 02 4֊02=о.
(25)

Конгруэнция, удовлетворяющая системе (25), подробно изучена в за
метке [8]. Таким образом, директрисы соприкасающихся линейных 
конгруэнций всех гармонических линейчатых поверхностей прохо
дят через фокусы луча А, А2 тогда и только тогда, когда обе фо
кальные поверхности конгруэнции (Ах А») являются квадриками 
и эта конгруэнция вместе с конгруэнцией {г՛) (где г’—прямая пере
сечения соприкающихся плоскостей вторых фокальных кривых) об
разует пару Т.

Ереванский армянский педагогический 
институт им. X. Абовяна

Ս- ե ԿԱՐԱՊԷՏՅԱՆ

Կււհգ ւ՚ւււ֊Ь (ւյյխւսՕ Ьг |ւ կվւսւ|ր|ւկՕէրլ»

Աշխատանք ու.յ ստացվե լ են անհրամեշտ և բավարար պայմանները, որոնց պետք 
Հ րավա րարեն կոն ՛/ ր սւեն ց ի ան և նրա որևէ ցծավոր մակերևույթը, որպեսզի վերջինը 

երկրորդ կարգի մակերևույթ (կվ^գրիկա)։ Ապացուցվում են հետևյայ թեորեմներ/,: 
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1, hpb Ifftb If р HL ЬЪ I] fl »U J ft nph£ fyntfUif tf Ui If b p L nL jP ft I, p ffnt_ LU U fi ifHfinniniulfiu^i if J b p

4 ш if ш itf uj in u/u fu шЪ n if tf^iuifnp ifiulfbphttL.jfif-bpp //</IU ff p ft ff*L L p ЬЪ, Ui Uf LU Utjrj IflnffUlf 

Lnt jpb ^Ърр Lu Ififuiffpfilfuj t:

?. bpb П lfn*lttfpnt-b'LtjflUi J ft IftnlfUif if luffb pbnt.jP'b bpp IflflUifpftlfbbp bbf UiUfUJ

ftuufi ^lufnprfiulfUibni p jiub pn/np tftnlfUif tf tulfbpLnc jP'libpp ‘LnLj'bitibu If if UI rj p ft Ifli L p ЬЪ:

3. b fl L U l/пЪ г1Рп»-ЬЪр ftiujfl npLI. If» n If tn f if Ui Ifb p li nLу p ft hplfTtl или ft tf Ufin ninujlf !иЪ ff^bp^

У»Ъ *» Ui if Ui ilfUlin ил и fu шЪ п If J It! If li p 1лп I J рЪ b p p ff tf Ui ff pfl fpi b p ЬЪ f tUtlfUi flUUffmu^

ntPpuh PnlnP tynlfuif tf uu If b p Zi n t. J 0Ъ b p p L ЪршЪд tuu1» J uftnniniu 1/шЪ rj <> L p

Zutlf UJUflUiniUU fu илЪ n if Pn(nP i/^ui/np Juilfbpbnt jP"U L p p Ъ nLjb llfb U Iftf ui'/p /»l/Ъ It p ЬЪ S 

Ц*Д*ш<л<м7/у> л<_</ Ъш/t uimurjilh^ ЬЪ If пЪ rj p n *.£»!/ rj ft шЪ L p tj^iuifnp tf ил tfhp 1л n t-j рЪ Lp ft 4 p 

if шЪ tf^ut jf/Ъ If пЪ tj p n l ЬЪ rj ft илЪ h p p •

4, ^In'bifpnLLVpfiujj^ J tu Ifb p L n t. j P fi 1нршЪ rj^iujfi'h ^пЪ^ршЬЪгрии^, Lplfnt.

•ffipf^lfuipfiu^tbpp &nLftf b f n tf % UJ if pit /pi n L if ЬЪ lujq tftnifnrj if ил /у b p bn <. J ff ft ^Luit

5. 1{пЪ{]рП1 L'bpfllUjft p n [П p ^Ujptfn Щ члLU tf n p tftulfbpbni jP'hbpft ^llflfuj’l/ rjAiujftV Ifnb- 

tf p nL.L'bij fiuj'Lb p fi if ft p b fftn p ft иЪ b p p ui'bij'Lni.J ЬЪ Ifirt ff n t. иЪ L pn if ил jb L J ft ил jV iu j'b rjbuffini_J, 

bpp uijrj ^nlftuf tf ujlfbpbnt. jP'hbpp If if ui rj p ft Ifb Ь p ЬЪ L if b p If пЪtf pnл_ЬЪp ft шЪ ftp b p ff p n p ij 

tynlfiuf *tuftfuib ^шрр nt.p jnt-ЪЪЬ p ft uuintfuiV *1^1՛ Ifn'btf pnt. b*bp fttujft Mtut If iu if if n i. if t J

1nLJ4։
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