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Об устойчивости и колебаниях пологой ортотропной 
цилиндрической панели

(Представлено 25. XI 1959)

1. Рассмотрим пологую цилиндрическую панель, шарнирно опер
тую по всему контуру и изготовленную из ортотропною материала.

За координатную поверхность принимается срединная поверхность 
панели, которая представляется координатами: а—вдоль образующей 
и 3 — по дуге поперечного сечения, а также радиусом кривизны R — 
U= const. Координатная ось у направлена по внешней нормали к сре- 

, . hдинной поверхности панели и меняется в пределах -Л 2 < у< —

Л—толщина панели).
Пусть в каждой точке панели плоскости упругой симметрии ма

териала перпендикулярны к координатным линиям я, у.
Принимаются следующие гипотезы (’):
(а) нормальные напряжения на площадках, параллельных сре

динной поверхности, по сравнению с прочими напряжениями значи
тельно малы, поэтому они могут быть пренебрежены:

(6) расстояния по нормали »у) между двумя точками панели по
сле деформации остаются неизменными:

(в) для касательных напряжений и имеем:

где е-(а, р), ՛]> (а, р) — произвольные искомые функции.
В работе (2) при рассмотрении равновесия пологих ортотропных 

оболочек получена разрешающая система четырех дифференциальных 
уравнений относительно четырех искомых функций: функции напря
жений Л՝(я, р), нормального перемещения и՛(я,Р) и функций ©(я,՛), 
Ь (*,?).

Указанную систему в случае круговой цилиндрической оболочки 
легко можно привести к следующей системе двух дифференциаль
ных уравнений:
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Здесь А (а, р), Ф (а, £) — искомые функции, через которые внутренние 
мембранные силы (А1։ Т2,8), нормальное перемещение (то) и функции 
о, ф представляются следующим образом:

д2 А д2 Р д2 А
<13>

Л2 А4“' ~ Н 10 ®55 ^11 ’ ^44 ^-22) 4՜ ^44 ^55 100 № 11 22 £>)| <1>»

7— интенсивность нормально приложенной поверхностной нагрузки; 
«,* , В/*— упругие постоянные (а), & = Вп А22—В2,,

д2
(1.5)Ргг — (В У2 Вм)

В настоящей работе исходной будем считать систему разрешаю
щих уравнений (1.2).

2. Рассмотрим задачу статической устойчивости цилиндрической 
панели, сжатой вдоль образующих равномерно распределенной на
грузкой, приложенной по торцам и равной Р на единицу длины.

В (1.2), полагая (4)

(2.1)
I

и учитывая (1.4), получим следующую систему 
ской устойчивости цилиндрической панели

уравнений статиче-
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11олагая
Л = А 51П /.։ 7 51П / 3

(2.3)
Ф = В 51п / ։ а 81П /2 3

(Д, В — некоторые постоянные: /ч = т-/а, Х2 = п-/Ь (т, п = 1,2, 3-• • ), 
« — длина панели, Ь — длина дуги поперечного сечения панели), удов
летворим условиям шарнирного опирания панели по всему контуру.

Подставляя значения Л и Ф из (2.3) в (2.2), относительно коэф
фициентов Д и В получим однородную систему. Приравнивая нулю 
определитель этой системы, для критической силы получим:

1
/ / _ 1՝ '11*22 '12

>^ВМ
В1

где
ев

(2.5)

При безграничном возрастании В второй член выражения (2.4) 
стремится к нулю, и мы получим значение критической силы шарнирно 
опертой прямоугольной ортотропной пластинки, сжатой по направле
нию а (5).

Принимая в (2.4) «44 = «55 = 0, получим значение критической 
силы рассматриваемой задачи, вычисленное по классической теории 
оболочек.

В случае, когда материал панели представляет собой трансвер
сально-изотропное тело и плоскости изотропии в каждой точке парал
лельны срединной поверхности панели, для упругих постоянных имеем:
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где Е, >1 модуль упругости и коэффициент Пуассона в плоскости 
изотропии; С— .модуль сдвига, характеризующий искажение углов 
между направлениями а и 7, £ и 7.

Учитывая (2 6), из (2.4) для критической силы получим

где

. _ д (Ч+ >■!)• , ___ '■? _
- к* ■ 1+ ьа: (>.; + *1 2> 1)2 (*.; + ц)= ՛

1 о2/՜' /I3 д2 д2 д2 К2 . О2
R (Ь2 12 + 2 22 10\а44(Лх2

,, ЕЛ2 ,1 Л2 £
1 12(1 —I*2)’ 10 ' а2 ' (1 — ц2)О''

(2.7)

(2.8

Из (2 7) при к = 0 получается значение критической силы для 
изотропной панели, полученное на основании классической теории 
оболочек (3). Отметим, что это совпадение результатов вполне есте
ственно, так как классическая теория оболочек не может различать 
изотропное тело от трансверсально-изотропного тела.

3. Уравнения свободных колебаний ненагруженной панели полу
чим*, полагая <в) в (1.2)

70Л д2и՛ 
ё՜ М2 (3.1)

где 70 — удельный вес материала панели, £ ускорение силы тяжести
В силу (1,4) и 3.2) из (1.2) получим:

"Ь ^41^55
100

Ч,) <£Ф 
д&2

Принимая

* Здесь и и дальнейшем пренебрегается влияние тангенциальных сил инерции
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Ф = й 81П л. I 51 ПЛ, 5 С05 «<
13.3)

где А. В — некоторые постоянные, удовлетворим условиям шарнирного 
опирания панели по всему контуру.

Подставляя (3.3) в (3.2) и приравнивая нулю определитель полу
ченной однородной системы, для частот собственных колебаний («>тл) 
имеем:

В случае панели, изготовленной из трансверсально-изотропного мате
риала (см. п. 2), из |3.4) получим:

ш- тп
10

Аналогично задаче статической устойчивости, из (3.4) и (3.5) 
можно найти формулу для частот собственных колебаний шарнирно 
опертой прямоугольной ортотропной пластинки ■■), а также формулу 
для частот собственных колебаний трансверсально - изотропной (изо
тропной) панели, найденной по классической теории оболочек (в).

4. Рассмотрим задачу динамической устойчивости цилиндриче
ской ортотропной панели.

Пусть внешняя нагрузка, равномерно распределенная по торцам 
панели, меняется периодически во времени:

Р= Ро С05 Ог.

Уравнения динамической устойчивости получим (7), полагая в (1.2)

^/1 О2 к 
£

4 2)

В силу 1.4 и (4.2) из (1.2) получим

1 д2 Р А3 д2 о д2 д2
R дг- + 12 да2 п : - £։-^В2 -■

(4.3)
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Принимая
ք 70(7 տ!ո л։ 1 տ!ո к, 3, 

*1» — 7(Ո տ!ո а։ а տա >2 3.

где Го, 7 некоторые функции только от времени, удовлетворим у< 
ловням шарнирного опирания панели по всему контуру.

Подставляя 4.4 в (4.3 , далее исключая 7О(7) и учитывая (2.4).
(3.4) и 4.1 . для Т (/) получим известное уравнение Матье:

2'^^ւ՝օտ6ք Т = 0.

где

Таким образом, определение областей динамической неустойчи
вости рассматриваемой задачи сводится к нахождению областей не
устойчивости решений уравнения Матье, которые хорошо изучены (’

Отметим только, что уравнение (3.5), внешне ничем не отлича
ясь от аналогичного уравнения, полученного по классической теории 
оболочек (аи = а . = 0), содержит принципиальное отличие. Отличие 
это заключается в том, что в »ожя и содержатся величины, связан
ные с коэффициентами чего нет в классической теории), в
силу которых вся картина динамической устойчивости может изме
ниться как количественно, так и качественно, как это видно на при- 
мере пластинки (։). |
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Ս Ա 1ԱՍՐԱՐՋՈՒՄՅԱՆ ЬЧ. Ա. Ա ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ
Փււէ՚ր կորա рии (։ тПЬ(|Ш| օր|»ււ«րււս| ирибЬ լ|> 1|ւսյււ> հւււթւսւհ և 

ишншПт ւք(’ւԼւ-|։ ւ£սաքւհ

եզրերով Հ ո ղ ա կ ա պ Я ր եՆ հեՆէքաձ փ ո ր ր կորություն
Ո,Նեցող °гРпարոսլ սլաՆելի սեփա1յան տատանու մնհր քյ և ստատիկ «<. «յ ին ա մ ի կ կս/յու 
ՆությաՆ թնյիրներր!

հեաո
ր} 3 Նորմայ լարումնհրք.

*> ՜-т 4 > 
օրենքով ( 1.1)1

չեՆ փոխում իրեՆ9 երկարու թյուՆՆերր.
•ք յՈՀ.Ա ւարումնԼրքւ Նկաամամր

յան հիմքում րՆկած եՆ հեաեյա / հ ի Աք ո թ ե էքՆ և րր 
Աէ } միքիՆ մէակեր եո» յթ իՆ Նորմալ էլծայիՆ ՀլեմեՆաՆերր դեֆորմաք/ՒայՒտ
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