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Б. Л. Абрамян

Кручение конических стержней и цилиндрических стержней 
с конической частью

(Представлено академиком АН Армянской ССР II. X. Арутюняном 2Л’1 1959,

1 При кручении валов переменного сечения функция перемещения 
’Г (г, г) н цилиндрических координатах удовлетворяет в области осе
вого сечения вала уравнению (’-2)
I 4։у_ +«_ = о. <0

I дг- г дг ог1

I Условия для функции 4՜ (г, 2) на контуре осевого сечения зада
ются законом распределения скручивающей нагрузки на торцах и бо
ковой поверхности вала.
1 Рассмотрим полый конический вал (фиг. 1). скручиваемый мо
ментами Л7г и .И2, приложенными на торцах вала, и произвольной на
грузкой, приложенной по боковым поверхностям вала но степенному 
закону:

(2)
R.

յ
Գ

(Г, й) (էր.

где Р,(г. г) =4հ.շօտ(7, г) + հ^ըօտԱ г)

(3)

(4)

(5)

(6)
—проекция полного касательного напряжения на нормаль к контуру 
осевого сечения вала,
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Фиг. 1

. . dr dzCOS(V, r)=— = —

cos (z, >) = ~ = — d-f-. (7)
d՝t ds ՛

Для определения функции 
lF(r, z) воспользуемся сферически 
ми полярными координатами

г = р 51п0, г = рсо§0, ’Г (г, г) « Чг։(р, 0), (8|
—>

где р—радиус-нектор точки в осевом сечении стержня, а 0 — угол 
наклона радиуса-вектора к оси г (3 < 0 : а). Тогда уравнение (1) при
мет вид

d2 ф 4 д цг 1 cP Ф 3 f fl О
<7р* р 47 р р* о0“ р" о1 0

Решение уравнения (9) ищем в виде

(Р, О) “= Рт ф (е).

(9)

(101

где т — пока
Функция

произвольное постоянное число. 
Ф (0) удовлетворяет уравнению

Ф" (6) 4- 3ctgO • Ф' (0) -1֊ т (т 4- 3) «!>(&) = 0. (11)

Пользуясь подстановкой

Ф (6) = © (',), С = cos 0 (12)

уравнение (11) приведем к виду

(? - 1) ©" (Z) 4- 4 Z ©' (С) - т (т 4֊ 3) © (С) = О С1) (13)

Общее решение уравнения (13) имеет вид

?яС)=лрл(С)4֊вр;с), (14)
где
Ря (С) и (С) — сферические функции Лежандра, соответственно, пер
вого и второго рода (’)

± (2/Г/4-3)
2

(13)

Пользуясь соотношениями (10), (14) и (15) и выбирая те реше
ния, для которых п положительное натуральное число, для функции 
’14 (р, (0 получим следующее выражение:

(Р. 0) - ֊? + S С„ Р։+1 (С) + S £» р* 
4-1

(16)

С = cos О

32



В цилиндрических координатах функция перемещения ’Г (г, г) будет 
иметь вид

О о г-
Л (17)Т* 1п

■ Удовлетворив условиям (2) — (5), для определения 
интегрирования получим соотношения

постоянных

Мг л
>_ г-.

Л-1
(18)

/Ио

Л 1
ОО

— О 81п։ а У
•Л
— Iе*

СОБ* г Ь
(СОБ а)

Л-1

(со$а)|
Л-1

к

(19)
в 81П2р У СОБ* ?

[С, РЛ
Л-1

к
'о, (со։?)|֊՝

Л-1

При этом использованы следующие обозначения:

а0 = СО83 ։ — СО83 р + 3 (С05 3 — СОБ а), (20)

Ьк = -ГлТТ ( г’ (г՜2 + я2> Р*+1 -2? о ՛ ) +
А + 3 I г- + а- /

Го
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к-З
г2(г=4-^) р;+1

а
։ .

R

- * Г^р;+1(со5«)-^Х
А’ 4- 3 ՛ СОБ* а й+ соь н

ьх.(СО83) ,

(СОБа) —
Б1П4р 

СОБ* 3? <4+1 (собЗ)
Б1П4а

СОБ*л3а
(22)

Приравнивая в соотношениях 
степенях г и разрешая полученные

(19) коэффициенты при равных 
равенства относительно Ск и Ек.

получим

(231

где введены обозначения

Нк
Нк кь — пк Нк

Чк к ‘/к ^к
֊ Ж ֊ пк Нк ’ (24)

(751п'-'аРд + 1(сО5а) б?Б1п2аС^4֊| (С05а)
-------------- а--------- ՛ Н к =  г-------------  СО5®а----------------------------------- СОБ^а

ОбШ2? Р'к+Х (соб®) _ Об1п=3 <4+։ (соБр)
СОБ*Р ’ * со7*р

Пользуясь значениями (23), из (18) получим

, 1 я*+3 / а .
0 2֊6а0 ‘ а0 Ьк (<1кЬк +РкС^՝

к-1

£к + 3 _ аккЗ
Ьк (<7к/>к 4 рк ск).

(25)

(26)

(271

Соотношение (27) является уравнением равновесия скручивающих вал 
нагрузок.
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В частном случае, когда У Он боковая поверхность свободна 
от нагрузок, получаем:

_________ ______________
2те G (2 — 3cos а + cos3а) Ск - Ек = О, Af։=-.W.„ (28)

Фиг. 2.

произвольной нагрузкой, приложенной

то есть: из (17) получается оешение А. Феппля (2).
Рассмотрим полый вал переменного сечения, имеющий форму по

лого усеченного конуса в од
ной части и полого круглого 
цилиндра в другой части 
(фиг. 2). Пусть вал скручива
ется моментами и ;И2, при
ложенными на торцах;произ
вольной степенной нагрузкой, 
приложенной на боковых по
верхностях конической части и 
на боковых поверхностях цилиндрической части.

Для этой задачи граничные условия задаются такими же со
отношениями (2) — (5), а также

(29)

где функции /3 и /։ кусочно - непрерывны и имеют ограниченное 
изменение в указанном интервале.

Решение уравнения (1) ищем в виде

‘1' (г, z) =
|Ч\ (г, г)
1ч*2 (г. z)

(a z b) 
(b z . /).

г (30)

При этом, кроме соответствующих граничных условий, на линии кон
такта конической и цилиндрической областей осевого сечения функ
ции и должны удовлетворять условиям сопряжения

(г, Ь) = ՝1*2 (г, Ь), (31)

Функции 4’j и Ч‘2 берем в виде

0° L / _ ,

+ V г- + г2)’t, ( —- . z<*)
\1 г- 4- z- /k 1

(32)
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'Г2(г.

Г

Ь 1

51п'/* (г — А) 4-

(33)

где а Р*—корни уравнения

иД (* г1) = 0 или Л (х /\) У2 (х /^) — Л (х /Д) ./, (х г\) — 0, (34)

и п (!*■* >') —
Ун ( (*•* Г ) п (|1А Г֊ )
Л(Н*Я1) >2(На^1).'

(35|

У, (х) и У, (х) — функции Бесселя /-го порядка, соответственно 
первого и второго рода с действительным аргументом, Л (х) и /<( (х) — 
функции Бесселя первого и второго рода от мнимого аргумента (в)

Для функции МД (р-а Н справедливы следующие формулы:
/г, /?>
Л /•

г ид (|1*г) ИД (Нр Г) «Уг = | г МД (и* г) ид г) йг =
Л и

I 0 при р + /?
|шЛ при р = Л,

где

<»*=Д( I*՛ »'.(р*Л>)1։-к1 иЛ(1ч'-1)|= !.

Удовлетворив условиям (2)—(5), (29) и (31), для 
интегрирования получаем значения (23), (26), а также

(36)

(37)

постоянных

(381

М 1^0
1^0

ЛД V 
2-0֊ 4 2- ьк

6-1

(^*7* Рк О;)

• тУ՝ / / X М2 , 1 V (“1)*+1+ Ь\ [ч^ + Р1,е1։)-^+-՝^-—.—
Л-1 А-1

д   к А 2 ( ^1) К2 I ^1)
* О Д Д* (г։, /Д)

^2 (Лл? К1) {>-и гх)
'^4 Да I 1» /?1)

(аьГ^֊ — (^г֊) . (39|
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А* — ------  (А* сИ |Л* Ь — ;Ик БИ и* Ь)

= —֊ (УИЛ сИ — А* 811 н* Ь)

этом использованы обозначения

(г)81п/л(г Ь)с12, “ь =

/
2 Г
—Л(г)51П АЛ (г - Ь) а:

ь

Ал (X, у) = /2 (/.л х) К2 (Л* у) ֊ /о (А* у) К., (Ак х)

1 4- С052а 1 + соб2Р
соза созР

(41)

(42)

(43.

(44)



V ։

(46i

а уравнение равновесия скручивающих моментов будет иметь вид

М։ 4- /И2 
2-6 >.----- --------(** <7* + Р*с*) —

Л-1

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

f l. upruzmuL

nGiulfujIi b IjnG 111l|tuG ifuiiiiii| (||iiiGiuhU aa 11|Lг|i ЩигпиЕр

'bfi in tu p If if nt. tf L If п'Ьш !j mb L q jut'll ил ЛЬ uhiutfL^ Anqbpfi n Jtip tf шЪ

fubqftpp! bVptuijpilnnf 4» np Anqp l/tutf ifiulinp njnpifni^J L ^fiifpbpft 

if n if bb tnb b p n if b tjnqtfbut j fib tf tu If b p // n t.j p ft tjpiu Ifiutfiutfnp Ahnif fj fi p tu n if m Л 

kill q fi p p pit.b у л 4. if b *bbtqj[i tn b q ил ip n fa n i fi j tub 'l Ifi n t b if tj fi tu j n у , 
fl'u'L ppujjll'll If UI p у Ш() p fl tn ft JI UL jP nt. if рил/шр Ш jiiilJ I, ( 1) ^iu if ил иил p if tub p I

У p tu (j fi p ш n if tu 

n fnp n q n < ri L p n 

ti p p [f՛ ** n /' ,u

Ф n i. 'll If q tuh

npn'bfnt. '•Ui if IU p UI И in'll If p IU J fl'll ifuiptfiu^pp ptu • ! tub if n I if 4 bpljnt iq mp qw q n t. jb inf

p nt jPb L p fi :

Ibjq tn ftp nt.jpvbpi,fj tf fib IU if Ill'll if III U nt. if 'I n l Ь !] fj ft tub nflt^lftlttf 4 / L </ uib q p ft qb qiu

jP‘ * n L UJbb p fi и qb n !֊P J ш if J* • J nib ил Л ft if ’I Ift n t b !j ff ft tub b и mil

(j j n t Ь Ш fpu tft ил tj tub t > ft ujb P fin il։,i '• f՝ Lu ub J fl tf>n lb Iff] ft tub Ь JI ft nqb nt. P JIU tf Ji i

klb q p ft L q p ил j fib tq ил j tf iubb A p ft p uj if ил p in p if tub if iu •! mb ш fj ffiubnfi Ijnbmljujb

fjnqifbiujftb if Ui IjL jt b n t. jP fi tf p ил fj fi p ил fi if ил t\ pLnp b L p fj ил J tn fj tf n t if I, 

Ifuillvili if ил и ft Ijnqif'hiujfib if ui fj b p L n t. j p ft if p ui Ijfijruinifuii) jt b n p 

b П tub If J П Lb Ui \ tU tfi ил Ij tub ffint b Iftf ft tub L p ft ibncpjbfl 2iuppnifl

ui itui ft &uib tu j fib ^uifipatj 

'hLjilfiujuiijiffii tf L pun

Л И T E P A T У P A — 4* P U 1| I J. Ъ П h P В II b Ъ

1 С. IL Тимошенко, Теория упругости. M., 1937. 1 А. Феппль, Uber die Тог
моп von runden Siaben mil Vcriindcrlichen Durchmesser, Siizungsbenchie Bayerischr
Akadenue der Wn-benschaflen, Aliinchen. BJ. 35, 1905, 249—262. Berichtigung 

. li. Гобсон, Теория сферических и эллипсоидальных функций. Иношдат, М„
4 Л. И Смирнов. Курс высшей математики, т. 1П,ч.2, М.—.’1., 1951. 5 Б. Л. Абра 
мян. ПММ. т. 22. пыи. 5 11958), 679—6R.3, * Э. Грей. Г. Б. Мэтью /. Функции Вессели 
их приложения к физике и механике, Госиноиздат, М., 1953.

38


