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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Р. С. Минасян

О смешанной задаче изгиба квадратной пластинки с 
квадратным вырезом

I (Представлено академиком АН Армянской ССР V М. Дж рбашгном 5. X ? <9

В данной заметке приводится решение задачи поперечного изгиба 
квадратной пластинки с квадратным вырезом, опертой по наруж­
ному и закрепленной по внутреннему 
контуру (фиг. 1), под действием нор­
мально приложенной нагрузки Р(х, у).

1. Прогиб И" (х, у) пластинки, как 
известно (1), удовлетворяет уравнению

ЕИ3 Г^1Г(х. у)
12/1—зг) дх* дх2ду2

д1IV՜ (х,_у) 
ду* = Р ։х, у).

где Е — модуль упругости пластинки. 
А—ее толщина, з—коэффициент Пуас- Фиг. 1.

сона, и граничным условиям

1Г(х; ± А) = <^(*,у) 
ду2 = 0;

] ^(х, ±0 = дГ(х, у)
<Ъ' дх

(2)

= 0.
У ±С

(— с^х^с)

Для простоты ограничимся случаем симметрии относительно осей 
координат и диагоналей. В силу симметрии достаточно рассмотреть чет­
вертую часть пластинки ^фиг. 2), причем на осях координат должны 
выполняться условия

д\Р(х,у, 
дх л-О

д№ (х, у) 
ду*

<НГ(х, у) 
дх3 л-оV —и
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П (Л, V) 

д\> 9 у-О

(3

кроме того, П” (л, у) = П’ (у, х\.
Прежде чем перейти к решению, обозначим

шптопгт®

Фиг. 2.

я2и7(х,у) , ^Г(л.у) _
~дх2 '՜ ду2 ~ 1

тогда, согласно 11) и (4), имеем

д2Ь'(х,у) д2Щх, у)
дх2 ду2

12(1—з2)
= т՜7 (х’ у)-

(41

(51

Представим, далее, функцию 117(х, у) в 
виде(2)

։г (х.у) = |и՝(х'у) прие 
|1У2(л, у) при О

у < Ь
V с.9

(61

Аналогичным образом представим функцию и (х, у).
Выражения для 1Г\(х, у) н С\(х, у) ищем в виде рядов Фурье(’|

00 00

И7(л, у) «V /*(л)51па*(у — б); Ц (л, у) (л) 51п а* (у — с), (7)
Лг-1 Ь-1

где

кт
ь

о г
1 (Х- у) 51П Т-к (у — с) (1у\

к) с
(81

ь

С\(х, у) 51П ах (у — с) б/у.

Для нахождения коэффициентов /л(л) и (л) умножим урав 
2

нения (4) и (5) на —51па* (\՛ — с) с1у и проинтегрируем от с до Ь с
Интегрируя по частям и принимая во внимание граничные условия (2), 
получим

/■« (Л) + 5 |/- = ?։ (-։)

Т;и)-^(Х) + 2а-;-^7> = <91
Здесь обозначено

=
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5 |Х) = 1Г (х, с); $♦ (х) = и х.с ;
ь

12(1 _ с2) р
РМ = —֊Е^з—- \ р (*.' V) Яп ал(у с (1у. 

•/ с
Ю)

Решая уравнения (9) и выполняя соответствующие граничные 
условия (2) и (3), будем иметь

1*^ лл(Ь ֊ ֊с)сЬл/1Ь

ь
сЬа*х [аЛ$* (О - ръ (Г)| зйа* (/; — Г) -(֊

Г

ь

9а3

(И)

(Л — с) сЬ а*6 (а* 5* (0 ֊
X

— Рч (О) (1 ~ — О сО1М Ь /) — аА х(Ь аАх 4֊

4֊ а« Ь 1Ь аА/>) 5Ьла (Ь— /) (1։ (Ь — х)

■ — н-з (а* 5* (О — Рч (*)) (1 ֊ «л Ь — х) с1ЬаА(/>— х) — зАПЬ։АГ 
1 2%

4՜ 1чЬ\\\^чЬ) £\\а.^(Н

выражения для '?<? <х) и /А (х) входят неизвестные значения 
* (х) и 5(х). Прежде чем перейти к их определению, заметим сле­

дующее: оба ряда, входящие в (7), обладают слабой сходимостью, 
первый—в промежутке (с,Ь), а второй—в (О./>). Ее можно усилить, 
выделив выражения, обусловливающие слабую сходимость:

к (х. у) = ( 1 ֊ ֊4(5 (х) + >—с (‘2Ь - е ֊ у)[5* (х) - 5" (х)| [ +
\ / I о

А--1
аь IЬ — с I

$։п а* (у — с) (121

А-1



25* (х) 
аА. (/? — с) 81пад. |у с).

Для определения значения 5*|х| в (0, с) выполним 
венства нулю угла поворота пластинки на стороне /<£>:

условие ра

I 1

Умножив (13) на —со$р*хб/х, где р« = и

(13

проин­

тегрировав от 0 до с, получим

ак =
8(-1)*^^8Ь8 РИ Ь -с) “ а.

с |8И 2 (Ь - с) —2^(Ь — Г|| -^а?4֊р2
1-1

Л^) —

?/ (с)
(14

Здесь обозначено

48 (1 — о֊’)8ЬрН</ - с) 
Еклс |$Ь2р* (Ь — с)—2рЛ (Ь — с)|

о с

Р(х,у)[(Ь -с)Х

Хс1Ир* (Ь — с) — (Ь — у) сИ1рл (Ь — у)) зИр* (/? — у) со83Лхб/хг/у. (15

Для неизвестных /ь(с) и входящих в (14), из выраже­
ний (11), а также принимая во внимание, что в промежутке (с. Ь)

X ос
5(х) = ^//(с)51па, ;х с); 5* (X) = V ф, (с) 81п а, (х — С), 

|-1 1—1
(16

получим

сЬ {Ь ֊ с) 2 у а/ /, (с) 
(Ь — с) сЬаЛЬ ~ а? -|֊ 

/-1 '
/»{С) =
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2сЬа*Г8ЬаА- (Ь — о у а/ ?( (с) 
' (Ь — с) сИ а» I Ь — с) —• а$ -|- ։*

/ I

У! а/ 1
В? + а? I . “1 1 * J

где
(Ь — с) сИ'-^с б^Ь'-’а* (Ь — с| 

я!тал । Ь — г| сЬ։*ссЬа*Л

ь

2а^сЬа*й Л
-Г- сИа^Г 1р1г </) 11 — 2* ь ■0с1Ь։»(Л — Г — а^сИпоцс 4֊

г

4- а*£МЬалЛ’| 8Ьал \Ь — 1} (И -г 5112* (Ь — с) 1 — ав (Ь— с) сИ1а*( Ь—с) —
О

4՜ »*^Ьа*Ь] сЬа*/(1г ;

Ь

/а ։лС11а*6

С

\Рк (О сЬа^<// .
О

.18)

Заметим, что, согласно 115), в промежутке (0, с

Оп
5*(х) = 2_! а*со5?*х.

*-.1
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2. Выполнение граничных условий задачи привело к совокуп­
ности трех систем линейных алгебраических уравнений (14) и(17 для 
определения неизвестных постоянных ак, /к(с) и Преобразуем 
эти системы с целью их регуляризации. Обозначив

тц = а1г(Ь - с) |?Л |г) г а^Л(с)]; пк -=^{Ь — С}/к (с);

(201

<--= 12 (֊֊
48(3*

• •

I -1

после некоторых преобразований окончательно получим

тк =
(Ь — - с)сЬа*Л

2Лс11аАС811аЛ (I) с)
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-Аг
ялсЬадСзЬа* (Ь — с) 

(Ь — с) сЬа* Ь
I I ------*

а- 4- а֊* \ / ~ <.•I 1

(21)

48?»|2?*(«»-с)-1 +е с)]г'?‘'п' + а‘П‘ + „‘ 
((> ֊ с) |։Ь2?»(Ь - с) - 2?»\Ь - с)] ՝ф + ?’)2

Здесь введены следующие обозначения:

г‘ = ак(Ь - с} (ь֊гк + **); Гк = л*<Ь֊֊с)гк- дк = 12 ( — 1)й + 13^/г;

«,(<;*) = -т^г՛ ;пз-1 («? ֊ 6»’Ч ֊ з»{) ф (<) + (»? — 4) (О+2“2» I
1’1 — 4'

ХФ((?)_(1?_32) У (*)]);

= ,72-',2,2 I <«1 + 6»?’г* + “») ф «■) - («}- ’1) чг (о - 
՝а։

- 2а; |2 («.; + «’) ф (*)+(■«;-а’) Ф(*)|);

Из ((.*) = (яг2_агр- I (»1 — 2»’«5 + 9»{) Ф (։) + (»? — «р (»? — 3։’)Х

ХЧЧО- 2а’|2(«’ + «’)Ф (*)+(«’-а’) Ч((А)П; (22)

НЛг.1)= -7^-1((«;-6а;а;-За<) Ф(/)-(а?-а2)(«;-За’)Х 
՝ / /г

X V (<) + 2«; 14 ф (*) + (а; ֊ «5) ЧГ(Л)|);
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М (г;Л) = ֊2 + Н2 (/;/г)|; £2 \i\k\ А |/72 с;к} - Н< (*;й)|

С
Ф (к | =—1 1п С1к —1>с-—~ ■ $11 а,М£;

-сЬалс ) * 4г
о

±1_ 

ясЬа,с

” (с' ֊ ?)

4с (/с1Ьал/ — с1Ьа*С)5Ьай/^/.

■ Исследуем полученную совокупность трех бесконечных <՝истем ли 
ценных алгебраических уравнений (21). Произведенные оценки пока­
зывают, что сумма модулей коэффициентов к—го уравнения первой

из систем (21), начиная с к
1,15 / Ь или, что одно и то

I Ьже, для
6я

1,15
-։

), будет меньше 0.75, а второй из систем

(21) меньше 0,8; что касается третьей системы, то, начиная от зна-
1 , 1 . 7чений к таких, что — > 1 4֊ рт,՜

тов к-го уравнения этой системы

сумма модулей коэффициен-

становится меньше единицы и

быстро стремится к нулю со скоростью 483, (Ь с)
$Л 23,(6 — г)

■ При этом, как легко видеть из (22), (15) и (18). свободные члены 
гк՝^к՝Я՝к стремятся к нулю со скоростью^֊ - Согласно обшей теории 

К
бесконечных систем!4), совокупность систем (2.2) имеет единственное 
ограниченное решение, получаемое методом последовательных прибли­
жений.
I Как нетрудно видеть, неизвестные ть, пк и а'к, начиная с не­
которого к = 6։, зависящего от отношения сторон с и 6, стремятся к
I снулю со скоростью, причем постоянная С определится из макси­

мального значения отношений свободных членов 6-го уравнения и 
разности между единицей и суммой модулей коэффициентов (4).
В 3. Перейдем теперь к нахождению выражений для прогиба 

(Х,у) и составляющих напряжений Хх, Ку и Ху.
Подставляя в (11) выражения 5(х) и 5* (х) из (16) и 119) и при­

нимая во внимание (20), после некоторых преобразований получим 
из (7):

Г (х.у) 1 5—---- — !с11аАх[«, 4 а*(хИ1а*х
о — С а?спа,с

л-1 '
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г

сИш^с) (мл /?4.) 4- (/? г) />*(/)(!
Л

ГI сИ1зл (б’ — Л

Г) (||

— а* (г -- л') сЖ«* (б — д) 4֊

4-аАсШа*с] сЬа*М1] 4֊ 75֊ £ ‘3'"1|Л ' сЖ₽А(6 —с
| *-с и с 1

Ь у) сП13* (I) — у)| СОБ^Хб/л' (23

при 0 < х
Здесь

и = ( ֊ 1 )* + 1 Рл^л- (24

При с х^Ь, с^у<Ь аналогичным образом получим:

^х- у)=2X 4^ (0 - с) |2'“ -։‘||" -С1 с,Ьа*{Ь - е> - 
а ։

— (Ь у) с1ЬяА (Ьу)| \тк — //*)} б!п а* (х — с)

1 у» 51п<1 д (у — г)
2(Ь—С) 9г<$11а*(д б?)

А-1
5ЬаЛ (Ь — х) 2л* 4֊

а*( (Ь х)с1ИаЛ(6 х) — (Н — с/»с1ЬаЛ (Н -■ с)) (/и* — пь) 4֊
Л

4֊|/? pk(t) - лк\Ь — х) сЖа* (д — х) 4֊ а* \Ь — с) с!ЬаЛ (Ь - с) -
О

— и с) сИза* ({ — с)) зИ ак (/ - с) сП

ь
+ (Ь — с\ 5Ь а* (х — с) ^рк (£) |1 —а* (^ — о с1ЬаА (Ь — I) 4֊ 

лг
4֊ а* \Ь — с) (Ь -- с) — ак (х — С) сИ1аЛ (х — с) ] • Ь — /) (.И). (25

При этом нормальные напряжения Хх, Ку и касательное напря
жение Ху при О^х-^с будут иметь вид:

___ ЕН ( О2\У , д'1 Ц/ \ 
2(1 —а2) ՝ дх- 1 ’՛ ду2 /

о
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Eh sina* (y — cl
21T Ra) (If c ' atfeChitC 

k ։
cha*x 2mk — (14- зр/fe 

I — о

4֊ a* (xtha*x — ctha*c) I mk — nk) —

p /1 ՜*՜ °
— (b — Cj 1 Pk R* I + ։*(f ~ О ftha* ,c — ( -|-։*Xtha*x —

A

— a*ctha*c) • Sha* I c -t)dt — (b — r)sha* (Ճ — x) R<o Ri
и

a<? _ X) ctha* (ճ — x) 4֊ a*/tha*r — a*ctha*C cha*Wf I +

Eh V < - (ձրւճԼ 
4(1 4֊ ?*տհՅ*(ծ- с)

A?*l

- + $ь(Ь — с) Ըէհ?* (b —

— 3* (b — y) cth^fc (b ֊ V) cos^*x;

Eh / д2 Г . ժլ^Հ\
2(1 — a2) \ dy2 ° dx- ) =

I

f// _
2(1 ֊օ)(ծ֊ճ)

V slnMy.-c) I chJ։X 
a*cha*C I 

fe-l

(1 - a) nk — 2a/n*

4 a* (xtha*x — ctha*f) sha* (c— t) dt

4- (ծ —c) sha* (c — x) LiR — a* (c — x)cth a* (c - x) —

Eh

— a*ftha*f 4՜ 3feCtha*c

— l)%sh£* (b - y)
—1 —
fc-l

4֊ (/> — y) cth^* (b — y)

cha*fdt 4՜

2- - 3* (/? —c)cth3* (b - c) 4֊ 
— 3

cos?*x; (26)

______V cos*« (y - C11 sh։.x
a) (b — c) —» a*cha*f

mk at(xctha*x —
k i



сШадС) (гЛд ЛА) —аА(Л <■) /?< (/)лс1па*.г + (г
г

/) с1ЬаАс (с — / —

сНюдС 8Ьад(с—0^ + «д. (Ь с) с11аА (с — х) ( /МО | (г
И

— а ) Пид. (с — л՜) + ЛИ։*/ — Ийа*? ]с11а*ЛИ ’ 4֊

_£Л
4(1 4֊ а) с

( 1 )*тд-сЬЗ* (1' — у) 
МЬРл (Ь — с)

|1 ֊ <՝) с1Ь?л (/> — г) -I

Как видно из

/* (Ь - у) И13д (Ь 5Н1/Д.Л'.

(26), при
циенты рядов, входящих в

убывают со скоростью —5 
Лк

ограниченной нагрузке Р (а,у) коэффи- 
выражения напряжения, при О^а с

1 гг. .х . о. -®А(с֊л ՛ ,

ад1 * * *'5

Е, Ь, з, а также отношением сторон —, из (20), (21) и (24) получим

значения тк, пк и сверху и снизу, после чего способом, описан­
ным в работе(5), определим из (23), (25) и (26) величины прогиба 
и”(л, у) и напряжений Хх, Ку и Ху с избытком и недостатком

В заключение оценим по модулю //-ый остаток р„(а, у) рядов, 
входящих в выражение (26) для Лл,. Предполагая ограниченность
Р(х, у), будем иметь;

Задаваясь величинами />(л', у)1

I

где постоянные Д*, В* и С*, так же, как и приведенные выше Д, 
В, В, Вл, Е^, зависят от величины нагрузки Р (х, у), а также от

Л, а и отношения сторон -у.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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Ռ. Ս ՄՒՆԱՍՅԱՆ

'քՀւսո 1111| 11111 աո Ь։| ահցք ուՕհցււղ ք ւսուսկւււ тиа Լ ւ| ւււս||> ծուքահ 

|սսւոր Ь(|Гиц|16 |иГ|(|г|> մ*աւ>|»հ

Հողված Ոէ-մ ղիսւարկվում /. բ ա ոա կո էսա ձե ան у ր 
քսՆ ղ ի ր րէ ե ր ր սալն արյւստ հենված Լ արտաբին' ու

ուհերյորյ քւաււսւկու սաձե սաչի ծռման 
ամրակրյված է ներրին կոնտու րի

հ/ ն ղ ր ի չոէծուէքր որոնվում է էհուրյևքւ շարրի ն ե ր կա յա ղ ւք ա մ ր :

Ս ա լի ա // ր ա կղ վ ա ծ ւք ա и պտտման անկյան ղերոյի հավասարվելու. պայմանի

բավարարումը բերում է հ ան ր ա հ ա չվա յ ին ղ ծ ա յին հավա աս»րումների ան վ ե ր հ սիստեմ֊ 
ների լոէ ծմանը: ^ույրյ է տրվում այղ սիստեմների լիովին ո ե ղ ո լ լյա ր ո լ թ յ ան պայմանը: 
Որոնվում է լքսէմորանսէ սիստեմների լուծումների նվաղման կ տ ր դ ր : ՚ՒՆ ա ա սւ վ ո է մ է .V ք
լարման արտահայտության մեջ մտնող շա ր ր ի Չ/յ մն ա րյ ո ր ղ ր:
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