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։
В настоящей заметке „геометрическим методом* устанавливаются 
достаточные условия существования предельного цикла системы вида

с! у
| 37= I/։*)- ?(У>Р(*. У>. 377-Ч£(*) + 'Му) I (?(*. у). (1)и1 ЦI

Рассматривается также один частный случай этой системы
Вопросы существования предельных циклов системы (1) при 

|ф(у)=у, ^1х) = х рассматривались в работах (12).
I 3 заметке предполагается, что начало координат для системы 
(1|—единственная особая точка на всей плоскости ч что правые части 
рассматриваемых уравнений определены, непрерывны во всей пло­
скости и удовлетворяют условию Липшица во всякой ограниченной 
части этой плоскости. Существование предельного цикла доказывает­
ся с помощью известной теоремы Бендиксона. Предельный цикл всег­
да существует в кольцевой области, не содержащей особой точки, 
через границы которой интегральные кривые только входят или 
только выходят, при этом внутренняя граница кольца можег совпасть 
с особой точкой.

I При сделанных выше предположениях докажем следующую 
втеорему.
| Теорема 1. Пусть дана система уравнений Г1), где Р х, у)>0. 
Ь (-*, У) > О при =й О, у ¥= 0.

I Если՝.
\ 1) в некоторой окрестности начала координат

I *Цх) > О, Х£ (х)<0, X + 0; у? (у) >0, уб (у)... 0 у =?= 0:

I 2) существует отрезок на оси х [а, £| а<^0, Ь >0, вне которого
|А/(х)<0, Х£ (х) <0;
| 3) существует отрезок на оси у |с. т/| с < 0. т/>>0, вне кото-
огоу«(у)>0, уф(у)<0,
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t) v у) нечетна, g(x) и и (у) монотонные функции;
5) \f (г) |, I ? (z) | | g (z) |, Ф (z) | ֊> ао при | z | - оо ;

6) вне отрезка а < х Ь, х ֊֊ и на от֊

резке а х < b или в некоторой его части выполняется то же 
соотношение с обратным знаком,

то система (1) имеет по крайней мере один устойчивый пре­
дельный цикл.

Условие 6 соблюдается, если Р и Q—четные функции по от­
ношению V.

Доказательство. Прежде всего выясним расположения кри­
вых /(х) « (у) =. О и g (х) -г- Ф (y i = 0. Из уравнения f (х) 4- ® (у) = 0, 
в силу монотонности ©(у) мы получим, что функция у = ф_| | —/(х) |, 
где ® 1 функция, обратная функции ©, однозначна. График функции 
У = ф՜1 | —/(х) | — изоклина бесконечности в той окрестности начала 
координат, где выполняется условие I, расположена в квадрантах

II, 1У, а вне отрезка \а, д] в 
силу неравенства х/(х)<0- в 
квадрантах I, III (фиг. 1). Из урав­
нения glx) Ф (у)-~ 0, аналогично 
получим, что изоклина нуля гра­
фик функции x — g~x | — Ф(у)], где 
g՜1 функция, обратная функции 
g{x). в той окрестности начала ко­
ординат, где выполняется условие I, 
расположена в квадрантах I, III, а 

։ вне отрезка |с, в квадрантах II,
IV (фиг. 11.

Для доказательства теоремы достаточно построить кольцевую 
область, не содержащую особой точки, через границы которой все ин­
тегральные кривые входят внутрь при возрастании t.

Построим внешнюю границу этой области.
Обозначим через

.V = supl^-'l — (у)] |, Л1 = sup ( —/(х)| ।, у*=тах (Л/, /V, Id, d\ 
c<y<d a<x<b

Пусть x наименьший корень уравнения = Д(х)|, обозначим че­
рез /=тах \b, х). При х* :> I выберем точку А (х*. j*) в I квадран­
те, на изоклине бесконечности и проведем прямые АВ, ВС, CD, у = ур 
(фиг. I). В силу условия 5 точки Д, В, С, D на изоклинах сущест­
вуют. Если точка пересечения Q прямой у = уо с изоклиной беско­
нечности совпадает с точкой А или по изоклине ближе к точке 0(0,0), 
чем точка А, то искомая замкнутая кривая построена. Если же точка 
Q дальше от точки 0(0, 0), чем точка А, то из точки А проведем 
интегральную кривую системы (1) в сторону убывания t. Рассмотрим 
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тот случай, когда эта интегральная кривая при продолжении достигает 
отрицательной полуоси х в некоторой точке Р, не пересекаясь ни с 
прямой у = уо, ни с отрезком СИ, так как во всех остальных слу­
чаях полученная замкнутая кривая, как легко видеть, будет требуе­
мой. Отобразим теперь фигуру ЬАКР (фиг. 1) относительно оси х. 
Обозначим точки, симметричные точкам А, К относительно оси х, со­
ответственно через А', К' и докажем, что замкнутая кривая АКРК’А'— 
искомая. В самом деле, АКР — дуга интегральной кривой системы 
(1) и в силу единственности решения другие интегральные кривые 
не имеют с ней общих точек. Вдоль отрезка .4Л', как легко видеть՝

-гт <^0, и потому все интегральные кривые пересекают этот отрезок

снаружи внутрь при возрастании В любой точке кривой А’К’Р, со­
поставляя тангенс угла касательной к этой кривой.

осью х, с полем направления, т. с1у е. со значением (1х

составленного с

легко показать,

что все интегральные кривые пересекают кривую А'К'Р снаружи 
внутрь при возрастании С Так, например, в точке О (х7, —у') дуги 
Д75, где 5—точка пересечения кривой А'К'Р с изоклиной нуля, тангенс 
угла касательной к этой кривой, составленного с осью х, имеет зна­
чения:

я (х7) + ф (/) д у') 
У(х') + ф(у') Р{х', у')

а
/<у\ £\х') - ф( -у7) СЦх', — у7)
\^х/о /(*')+?(-/) ՛ Р(х',— у')

по условиям 2,3 теоремы имеем:

£(х')<0, /(х')<0, ф(У')<0, ф(-у')>0, <? ( — у7)< 0, ® (у71 >0.

£(х') + Ф(-/)<о, 7(х') + ?(у')>0
и потому получим:

1г СП + Ф (-/)/< |г (*՛) + * (у')1
1/СИ + ?(-у')|>/(И + <?(у')

(последнее неравенство имеет место в силу нечетности (у)

В силу условия 3 имеем

Итак, мы получим

£(х7)4-ф (-у7) 
_/(х'Н ?(-у7)՜

3(х', У')
Р(х7. у7) ’



т. е.
(1у \

в силу чего, как легко убедиться, интегральная кривая через точке 
О, при возрастании Л входит внутрь области, ограниченной замкнутой 
кривой АРА'А. Аналогичным образом, в области выполнения условия 
1, можно построить внутреннюю границу кольца, чем завершается 
доказательство теоремы.

Приведенным методом можно установить и асимптотическую ус­
тойчивость в целом тривиального решения системы (1), так, например, 
верпа

Т е о ре м а 2. Пусть дана система (1).
Если:

1) х/(х)<0. х£(х)<0, у?(у)>0, У'НуХО,

2) 1/(^)|, |£(г)1. I'И2) I-*30» 121՜*00 •

д| - Р(х,-|у|) Р(х, |у|) '

то тривиальное решение системы (1 । асимптотически устойчиво 
л целом.

Рассмотрим один частный случай системы (1):
йх 
(М = /Д*) (2)

При ^(у) у, эта система соответствует уравнению нелинейных коле­
баний. Комбинируя геометрический метод со вторым методом Ляпу­
нова, доказывается следующая теорема:

Теорема 3. Пусть дана система уравнений (2).
Если:
1) в некоторой окрестности начала координат х/-՝(х)> 0, х#=0;
2) ф(У) монотонна, уЬ (у)
3) существуют такие числа I и о, > о2, что /Чх)<62, когда 

х՝^>1, Л(х)>о։, когда х<—/;
ОСОС

4) х? (х) >0,
и О

то система (2) имеет по крайней мере один устойчивый пре­
дельный цикл.

Для доказательства теоремы прежде всего покажем, что особая 
ючка х — у = 0 системы (2) отталкивающего типа. В самом деле, про­
изводная по от определенно-положительной функции

у

•? (у) ^У
о
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л С1фв силу системы (2) имеет вид ^-= Г(х) о (х), но в области выпол­

нения условия 1 функции ^(х) и <?(х) одинакового знака, поэтому в 
с!и

этой области ^>0, чем доказывается наше утверждение. Далее, гео­

метрическим методом можно построить замкнутую кривую, ограничи­
вающую область, в которую интегральные кривые заданной системы 
только входят при возрастании Л Тем самым доказывается теорема.

При доказательстве этой теоремы не требуется выполнения ус­
ловия Липшица.

Из теоремы 3 при = у мы получим теорему А. В. Драги- 
лева^), однако без требования выполнения условия Липшица.

Ленинаканскии педагогический институт 
им. М. Налбандяна

и. ս. Մ11ՐԿՈՍ311Ն

1?ր1|<ււ И} զծւսյին գիֆեր եհցիսւյ հսււ|ւսււաւ*ւււ_ւք ների ս ի и в Ь ւքի 
ասհւքսւնւսյիհ ^Мп!1 пин թւոսնյւ

6 /» ր կ ակնւսրկում րե ր վ ում են

(IX 
(Ա

= (Л*) + ֊(У)] Р(х,у\, "Հ = |« (XI 
(Ա

ա

ձ (у)1 м (х. >')

սիստեմի սա հմ անա յ ին •) ի կ ( ի պոյու թյան բավարար պայմաններ՛ (Քննարկվում է

Նաև Խյրք սիստեմի մի մասնավոր րյԼււ^: ԷԼկնարկում են թ ապրվում է, որ սկպ բնակետը

( 1 ) սիստեմի համար միակ եպակի հետե Լ և որ ( Ք ) սիստեմի ահ մասերը որոշված են 

ու անրնպհատ ոպք հարթության վրա և բավարարում են Լիպշիք)!1 պայմանին նրա
յւանչյու ր սա հմտնա у ասում։ Ապ ա/յու էյ վ ու մ են հետևյալ թեորեմները՝

Թե ո р ե մ I. Ղ|ւցուր ւու|աА է (1) ս|ւսւոեժլւ, ււրտերլ

Р(х, у) > 0, Չ (х, у) : О, х ± 0, у ^0,

Լ р ե
յ. и 1| 1| р 11 սւ կ I,III || մ|ւ պաշ մ Լ |ւ 0 ։ ւ ■ 111 и յ ।• и ւ մ

х/(х) О х§ (х) О, х + о,- УЧ (у) օ> ?+ (V) > и, у =Ւ 0;

*) ցոյությու(1 ունի X ւաւանցրի այնս|իւփ |ճ, Л) 1ւաււււ|ած а < 0, Ь • 0, որից պուրս
լ х/ (х) о, х^(х) < о.
3) պոյույ>յու1ւ ունի у աո ա 1ւց ք ի <ււ յ ն սյ |ւ и ի [с, Ժ| ГпишфиА С < 0, մ Հ-- 0. որից պուրս

> 0. (У) > 0.
V (У) 1|են։ււ է, £\Х) 1ւ ֆու1!կ(յ|սսներր մոնուոոն են,

*) 1/(^) I, | ? (2)1, |^(2)|,|փ(շ)| - ею. Ьрр |г| - оо.

в) г — I У I ) „ . Չ (-У. I У I)
Р(Х, — ԱԱ Р|Х, |у| )

[а, ծ] նւսւոփսծևց դուոս, |>սկ այպ հատվածում կամ

Սրա որ1ւ1. մասում, <ււեւ||ւ ու1ւ|ւ Սույն ւսււնչուրյանլւ 1ւ։սկարւ։սկ (ւջւսհու], ւսսյա (1) սյւստեմլւ 

ու1փ <}ււ(ւԼ մեկ կայուն սւսեւքանայիԱ <յ|*կ|:

Թ ե ո ր Լ ւք 2» Ղիցուր ։։ւ։|։։ւծ է

'ЧЛ1



£ = Л'(ж) + ф(у), ^ = ?(-П
аг аг (2>

и |ъи 1П Ь(Гр: Ьр1>
1) 11(|<]|'6ш1|Ь|п|1 ։Г|» ПрП* %Г Ь р 6 11|1| III) рП1 <Г .V Р ( Л* ) О, Л Г О,
2) (у) ЯпОпишС I и у^ (у) о,
3) дП]П1р]ПкГ| П1.(1Ы1 Ш]Си|||11I» / 11 8В : Ъ2 |н|кр% пр Л(л) < о,, Ьрр х г /, Р (х) > 8р 

Ьрр х < —Л

оо оо

/. Лу (л) > О, <р (х) (1х, = оо у (ли/л = оо , 

о о
ши|ш (2) и|нипЬ|Г(| дпБЬ <Г1»1| 1|И1|П|6 ишГ11Г111Кш||>Г| д|11||:

Р^прЬ *Цч]* рр I; Ц. 'Ь(>ш ч [ч ,/п ։[ [> р л пр!։ (1( 1) , иш^ш^
шпшЪд 1,1"Ч՝1՝я1’ "I 'и ) и,՝^/ /’
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