
ՀԱՅԿԱԿԱՆ Ս II !► ԴԻՏՈԻ»*511ԻՆՆ1)Ր1' ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 9.ԵԿ11 Ի 3 5ՆԵ Ր
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXX I960

МАТЕМАТИКА

Р. М. Мартиросян

О некоторых возмущениях оператор:։ Лапласа в 
многомерном пространстве

(Представлено академиком АН Армянской ССР ". ' 1жр6ашнном В \1 1959»

Изучению оператора Штурма-Лиувилля посвящено много иссле­
дований, однако в многомерном пространстве соответствующий one 
ратор — Ди си изучен с значительно меньшей полнотой лаже н са 
мосопряженном случае. Только в последние годы появилось несколько 
работ (И. М. Гельфанд (l), М. В. Келдыш (’)), посвященных изучению 
этого оператора в случае, когда c(Q)— комплекснозначная функция 
Укажем также работу М. А. Наймарка (*), я которой, однако, рассмо­
трен одномерный оператор, точнее, оператор —у* су на полупря­
мой при различных предположениях относительно комплексной функ­
ции с (х). Далее, исследованию спектра оператора - А// си была по­
священа диссертация автора. Предлагаемая заметка содержит ряд не­
опубликованных результатов этой диссертации, существенно дополнен­
ный новыми фактами, вполне согласующимися с известными положе­
ниями квантовой механики.

Переходя к изложению, обозначим через S2, область определения 
гипермакснмального оператора Дм, рассматриваемого в гильбертовом 
пространстве А։|Е„) функций, определенных на всем л-мерном эвкли­
довом пространстве Еп и суммируемых с квадратом. Как известно, 
этот оператор является замыканием в Z.. Еп) оператора - Au. рас­
сматриваемого на совокупности всех финитных и неограниченно диф­
ференцируемых функций. Нетрудно также показать, что факти­
чески совпадает с совокупностью всех функций из L2(En , имеющих 
суммируемый с квадратом обобщенный лапласиан в смысле С Л. Собо­
лева (4).

Предполагая теперь комплекснозначную функцию c(Q) oipanH- 
ченной и суммируемой с квадратом, введем в рассмотрение оператор

Ти - • — Ди 4֊ си \и •' УД (Ո

область определения которого совпадает с



Харам ер спектра этого оператора тесно связан с поведением ре­
зольвенты В, оператора Д/г. Поэтому прежде всего дается интеграль­
ное представление оператора В.. Оказывается, что для всех /( (?)

Ь2(Еп) и для всех X, не принадлежащих положительной полуоси

В^(М\ = \Фп У -(гМ())/(С}) (X =#0. <^Х =^0, Уш/Х >0), (2) 

где гиу обозначает расстояние между точками .И и (?, | д выбирается 
из верхней полуплоскости, а функция Фл /~(г) выражается через функ­
цию Ханкеля Л/!1՛ (г) первого рода порядка > следующей формулой

л-2 И)

‘ (И - М ('■>0, п= 1,2, ■■■) (3)

Для получения представления (2) предварительно доказываем, поль­
зуясь асимптотикой функций Ханкеля и известными рекуррентными со­
отношениями, что Ф„. х (Г] удовлетворяет уравнению

флгФ„.11г)=0 (4)

и условиям

Иш (г)Ф„,, (г) = 0, 
г -*0

Вт соя | г) Ф . (г) = — 1, 
г *0 (5)

где через шл (г) обозначена площадь поверхности сферы радиуса г в 
пространстве Е,։. После этого, с помощью формулы Грина без труда 
устанавливаем, что для любой финитной и неограниченно дифферен­
цируемой функции и (()) справедливо тождество

ц(М) = - Фя.։, {Ди С?)4 Хи (С?))

п

Таким образом (2) будет доказано, если мы установим ограничен­
ность оператора, стоящего в правой части (2), и плотность в £2(£я1 
многообразия функций вида —Ди— Хи, где //((?) пробегает совокуп­
ность всех финитных и неограниченно дифференцируемых функций 
Но плотность в этого многообразия устанавливается без тру­
да, а ограниченность указанного оператора следует из оценки

Фл,|л(гЛС?)/((2) 1/Ц
п

Фл. > >■ \J.MQj\dQ 1|Ф«,/а (Сир) | \

X 1№) 1Ш
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I если заметить, что первый из интегралов правой части существует в 
I силу известной асимптотики хаикелевых функций и не зависит от вы­

бора точки /И. Интегрируя это неравенство по переменной М и поль- 
։зуясь теоремой Фубини, немедленно убеждаемся в ограниченности 

интересующего нас оператора. При этом интересно отметить, что ядро 
Ф*, ИГ (ГисР оператора Вк не типа Карлемана при из-за высокой 

^особенности при /И — (?.
I Во всей работе существенную роль играет следующая лемма

Лемма !. Для всех целых д, ] ■ д п
, справедливо равен­

ство

в-а
Еп Еп
ц раз

п.»>. • ДQ<^ =

1 / 1 V(4Тх (Гм<?). (6)

Ч где У к выбирается из верхней полуплоскости, а Ф„> (г) определена 
я формулой (3).
| Идея доказательства состоит в следующем. Можно показать, что 
I левая часть (6) представляет собой ядро оператора В/*1 С другой 
।стороны, как известно (5)

В^х д!

где дифференцирование в правей части следует понимать в смысле 
равномерной сходимости операторов. Таким образом, достаточно по- 

казать, что ядро оператора у— В., получается формальным дифферен-

пированием д раз ядра В, и что результат выражается формулой 
стоящей в правой части (6). Подробное доказательство в частном 
случае п = 3 приведено в нашей работе (’).

Предполагая теперь с ((?) ограниченной, введем в рассмотрение 

вспомогательную функцию (при Лгы. > 0)п
9ри 7 =

Г*

1 И, £2) — I • • • 1 фл. х(Ги9,) • • • Ф„. укЧр! • • - с! £2., 1' -

</ раз
нужные нам свойства которой приводятся в следующей лемме.
I Лемма 2. Если функция с(ф) ограничена, то при фиксирован 
ном значении одной из переменных Кп,х (■№,(]) является непрерыв­
ной функцией другой переменной. Кроме того. К,,., (.И. (2) ограни­
чена и непрерывна в среднем, т. е.
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Нт I = о.
Р- ‘Л1.1 

Еп

Если предположить еще, что с(9) суммируема с квадратом, то

КпЛ(М, г(С^)|2 дМсК] оо.

Доказательство существенно опирается на лемму 1.
Эти леммы позволяют сделать ряд заключений о собственных функ­
циях и о спектре оператора Ти = —Ди си в многомерном простран­
стве.

Прежде всего, из (2) вытекает, что если
Ди си = л- и (и С <81

то

и (.И) = | Ф.,х(гл«г) с

Е п

.1т '• >0) 19)

п
2Итерируя это уравнение 7 = раз, получим, как легко видеть,

и । .И) = А'„.) (дтТ > 0) (Ю

где А'я., (.И. ф) определена формулой (7). Воспользовавшись леммой 2, 
нетрудно прийти к следующему утверждению.

Теорема 1. Пусть с (С?) суммируема с квадратом и ограничена. 
Тогоа каждая собственная функция оператора Т, определенного фор­
мулой (1), непрерывна, ограничена и суммируема.

Далее имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть суммируема с квадратом и ограничена 

Тогда, если и (С2 — какая-нибудь собственная функция оператора Т, 
то \и (р) суммируема и

Д«(Р)^ = 0.

Еп

Суммируемость Д и (С?) является следствием теоремы 1 и поэтому 
из (8) следует, что достаточно обнаружить справедливость равенства

I с{(^\и[0)(1^ а֊ ( и(<2)^р.
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Но на основании теоремы Фубини из (9) находим
С и(М)дМ = Фя,х с((?)и((2^

V * *
Еп Еп Еп

С Другой стороны, из (4) и (5) следует, что
□о г- <х

/.= I Ф,։>X (г)шя (г)б/г ( ф; > И «>„ Г)с1г (л — ]) ^ фя . , (г) йг

I) о ■'

п — 1 . . • , .Учитывая равенство —• — ‘»л (г) = (Т), находим отсюда

а2 ( Фя,х1/')шя(г)б/г =— Фл,л(г)-пя (г) </г — 
ъ </о о

' — 1 Фл,л(г)< (Г) (1г.

Теперь уже нетрудно заключить, что
/1

X2 Фя,х (Гис?) дМ — 1,

Еп

а это и доказывает теорему.
Далее, имеет место следующая
Теорема 3. Пусть с ограничена и суммируема с квадратом 

Тогда оператор 7 не имеет остаточного спектра, а непрерывный 
спектр его совпадает с положительной полуосью. Собственньо 
.качения этого оператора, лежащие вне положительной полуоси, 
не могут иметь точек накопления вне этой полуоси.

Это утверждение также можно получить, пользуясь леммой 2 
Именно, из этой леммы можно заключить, что вполне непрерывна 
некоторая итерация оператора В,с. состоящего в том, что функции из 
£2 (/?я) сперва умножаются на с (<2), а затем к результату применяет­
ся оператор В,. С другой стороны, известно, что если некоторая 
итерация оператора А вполне непрерывна, то для уравнения (£-г А и =} 
справедливы теоремы Фредгольма (’). Это замечание позволяет 
доказать теорему путем, намеченным в заметке (г). Другое доказатель­
ство этой теоремы приведено в нашей работе (8).

Теперь мы укажем достаточные условия, при которых собствен­
ные значения оператора — А и Д си не имеют предельных точек на 
конечном расстоянии.

Теорема 4. Пусть при некотопом г>0 функция с (С2 е' о , где 
Гц означает расстояние от точки С? до начала координат, огра­
ничена и суммируема. Тогда собственные значения оператора Т, 
определенного формулой (1), не имеют предельных точек на ко- 



печном расстоянии, если п нечетно и, быть может, имеют един­
ственную предельную точку 0 л случае, когда п четно.

Идея доказательства состоит в следующем. Как мы уже видели, 
собственная функция, соответствущая собственному значению X2, удо­
влетворяет уравнению (10). Вводя параметр и рассматривая вспомо­
гательное уравнение

//(-•И) = Н | Л'„,к (Л4,С2) с(р)«(р)^(2,

Еп

замечаем, что при каждом фиксированном значении X из верхней по­
луплоскости это есть однородное интегральное уравнение типа Фред­
гольма, обращающееся при у. = 1 в исходное уравнение (10). Нетруд­
но показать, что к этому уравнению применим аппарат теории Фред­
гольма. Поэтому, если положить

/г раз

ЛГл.л (С?,. • •№,

то можно утверждать, что 
дают с нулями функции

собственные значения оператора Т совпа-

/)(Х, 1) — (М 
Л!

лежащими в верхней полуплоскости. Для доказательства теоремы 
Г) (X, 1 рассматриваем в несколько большей области, а именно в

*
полуплоскости ]тК > ----- где г то же самое, что и в формулировке4
теоремы, и показываем, что £)(Х, 1) голоморфна в этой области при 
п нечетном и может иметь особенность в нуле при п четном. При этом 
существенно используется получаемая из леммы 1 оценка

1 / 1 «(Си "гр)
|Л,.х(М. <2)1 <£,(>.)

где через А обозначена верхняя грань функции с(С)]егд, д — 

а „ (л) определена следующим образом
п-2
—о е

1М\ V՜4 
е / если |Х |> -- ,

е
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Переходя к следующей теореме, введем постоянную /., которая 
в неявном виде определяется с помощью следующего соотношения:

А 
2

R 1
(11}

Далее, считая <у =
п , введем обозначения

п 2
1.Я 4 д<!;„(/?) = тпах | (12)

7 = вир { — гН. (/г) }.
0« /■<•»

(13)

Используя некоторые оценки, полученные при доказательстве пре­
дыдущей теоремы, можно указать условия, при которых внутрь 
заданной ограниченной области комплексной плоскости не попадают 
собственные значения оператора Т. Именно, имеет место

Теорема 5. Пусть при некотором г 2> 0 выполняются неравен­
ства

с (СД | е Д. |с(^)|е « .4 < оо.

Тогда, если при четном п. выполняется условие

а при нечетном п выполняется условие
п-2

2^(Л)

где (R) и 7 определены соответственно формулами (12) и (13), 
а Л определяется из (11), то внутри круга радиуса R с центром 
в начале координат нет собственных значений оператора Т.

Отметим следующее очевидное следствие этой теоремы.
I его

Пусть при некотором е^>0 функция с (Ц) г ограничена и сум­
мируема. Пусть кроме того известно, что для всякой функции <<?). 
где и постоянная, |;а|^1, спектр оператора — А и : рк и лежит внутри 
некоторой фиксированной ограниченной области. Тогда можно указать 
такое а > 0, что для всех у., ||л1^а, оператор — Ан реи не имеет 
дискретного спектра.

В случае трехмерного пространства оказывается, что если с (С?) 
достаточно мала в известном смысле, го дискретный спектр опера юра
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Т отсутствует. Этот результат получен в нашей работе и нахо­
дится в полном соответствии с известным фактом квантовой механики, 
состоящим в том, что частица может „проскочить*1 через небольшие 
барьеры Приводимая ниже теорема существенно дополняет это։ 
результат, ибо не только получен значительно более удобный признак 
отсутствия спектра, но и показано, что в этом случае нет положитель­
ных собственных значении. Как известно, последний вопрос в общей 
постановке очень сложен, но в рассматриваемом случае вам удалось 
найти чрезвычайно простое доказательство.

Теорема 6. Пусть п — 3 и при некотором е>0 комплексно- 
значная функция с((2) удовлетворяет одному из следующих двух 
условий: *

.4) 5ир|с(Р)е‘г‘'|<4֊. Нс(ф|։е'Ч’о'У< 2-г.

Тогда весь спектр оператора Ти = — Дм + си совпадает с поло­
жительной полуосью, поичем собственных значений у этого опера­
тора нет.

Прежде всего устанавливается, что если при некотором положи­
тельном /, - Хо уравнение Дм — 10и = с имеет решение,
причем /((^ суммируемо с квадратом, а удовлетворяет одному 
из условий (Д) или то

и

Доказательство этого опирается на то, что если - л0, то решения 
ип уравнения — Дм,, — 1,1и„ — с/ в каждой ограниченной области равно­
мерно сходятся к и (ф). После этого вопрос сводится к оценке нормы 
интегрального оператора Дер, ядро которого определяется
формулой

А (Л4, (^)=-

Институт математики и .механики 
Академии наук Армянской ССР

I й 1И1Р5ЬРПи311Ъ

1'1ии{(1лн||> <>«1|Ьг1иьп|ф пгпе ql՚q■l пиГЦЬг|> ии|Ь 1{нг|> |(՝ии||>Г1 
р и^(Г 1и\ин|> 11 Ь,пич1и<|| |Г

/* ~‘г> </ 4 п И — ШШршЛп1 ,ГА«

“»//ц/Ьу Ц/(1 11 ит! У» 7/ 1/Т Ь ту р I/ I ^П! ■ы1П[,шЪЬр[, Л, (Ец ) »пшршЛпв-£}

ц [чл ш р !( »[ "*/< р ։/ ш р и I» л/ ш у <» и[Ь р ш ш " р прпр^ш'Ь т^рп» ]Рр» --// — /* *! Г *и
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րյ ի tn արկեն]> lit ոպԼրատորը, ենթադրելու/ C ((J) ֆո» Նկրյի էսՆ
ոտհւք ԱէՆէ!քխ»:կ h րէՍոակոլէէՈէ/ ինտ ե ղ ր 6 լի ! Տեղի ունեն հետե յալ թ ե Որ ե մն ե ր ր •

թ ե Ո ր ե .Г I. т <>ii|L|iiuinnp|> jnipiupiuGjjm ր սեփական ֆունկցիան ան|ւնր|1ւաւո I 
uni GifiuGuiւ|ւin 1{ li GսւGpinq in ifiu|iL।|ւ:

Ւ ե W ր ե էք եթե էէ (Q\ -G T nii|Lpiumnp|i uLi|iiulpuG ֆուՀւկցխսԱ I,. шири
■Л lllGpill ցՈ1|քս1թԼ||ւ Լ II

ձ// (Q) dQ = O.

Լ
Թ L Ո p b if 3’ / OUjLpiuinnpp milG|i JGuignprpuj|iG uiqLlpnp, խւկ Gpm uiGpGqGunn 

սպեկտթբ նամր11կնում Լ qpiulpuG կիսաառանցթի fibin! Դրա կան կիսառ iuGgp|ig դուրս 
qinGi|nq иեփակաG mpdbpGbpp )bG Ipupnq nt GLliiu| կոււոmlpfiiiG Ijbmbp այդ կիսաււ ահցյփց 
դուրս:

P՝ L n p L if 4. Ղիցութ ւքի որեԼ Լ դրակա1ւ րւ|ի ճամար t(Q)e Q ֆւււ1յկցիա1ւ. пртЬц 

AQ նշանակում Լ Q կ!ւսւ|ւ GLn ա^որությու1դւ մինչև կ ո ո pq |iGid inG Lp |i и կդրճ ա կ Լ տ p. սաճ 
(fillGui|||111կ է li GiuGրւււդումս>րԼ[|ւ: ILjq դԼւդրում I oiqLpiumnp|i սԼփական lupdLpGbpp չու­
նեն սա Ճմւււ1ււււյ|ւ1ւ l|LuiLp i|Lp9iui|np Ճ Ln ill >| n pn i pj uj (i i|piu. bpp /Z-р կեհւո Լ li lipnilig միակ 
и ա Gifuili այ |iG IjLmp Ipupnq Լ (|i IJ Լ լ 0 կԼւոր. երբ И р դույդ է:

Թեորեմ 5. Դիցուք մի որևէ Е դրւսկսւ1ւ թւ||ւ ճամար ւոեդի inliLh Gbinlipu| անճափււ 

ишpni pjn* GGLpp՝

c (Q)e Q I շրՉ

ea
հԱԿ 'Հ, li £-p и in G if աGւ|ու մ LG GLinLjiii| ԿլՐ4՝

ո -2
I „~'zl 

=■ max Լ R sup 
о r ՛■ —J Z-՛

Xf-o

Ո
<7 = : Այդ դեւդրում. LpL դույդ IjLliin 71-ի ճամար համապատասխանաբար

աեւ|ի niGLG

A« M

W-.

2 L-q\ ( 4n)^c2
n -2
“շ“</

E \ 'c
4 2Հ|^՛

պ iu յմաններր, ապա О կ LG in p n lin i| li R * աււււււ|իդ ni| շրջանի GLpuniif 7 mqLpminnpp мн G|i 
սեփական iupdLpGLpp:

PL n p L »f 6. Դիցուք И = 3 II մի որեէ I դրական թւ|ի ճամար p ill t| ill p ill p t] ո է if I.

A) sup < (Չ)ր՚ Q
£’ iC(Q) p/f<?rfQ 2

պայմաններից մեկն ni մեկր: Այդ դեպրում
lipin uiqLlpnpp Gui մրնկնում Լ ւյրւսկան կիսաոանցրի GLin:

7 Օպ Lpin innpp *ու!ւի uLփական uipdbpGLp li
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