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Кручение круглых стержней, имеющих продольные выточки 
или зубцы и центрально расположенную полость

Ире ктавлено академиком АН Армянской ССР II. X. Арутюняном 2А'| 1959)

Рассматривается задача о кручении круглых призматических 
стержней, имеющих симметрично расположенные продольные выточки 
или зубцы в форме кольцевого сектора и центрально расположенную 
круглую полость, а также круглых стержней, имеющих центрально 
расположенную круглую полость с симметричными продольными па­
зами.

Точное решение этой задачи получено методом введения вспомо- 
гательных функций, изложенного в работах I1՜3).

Определение постоянных интегрирования сведено к решению бес­
конечных систем линейных уравнений. Доказано, что полученные си­
стемы вполне регулярны и имеют ограниченные сверху и стремящиеся 
к нулю (при /г -* ао ) свободные члены.

Для двух частных случаев, когда стержень имеет а) круглую 
полость и шесть наружных продольных выточек, б) круглую полость 
11 одну наружную продольную выточку, вычислены жесткости и на­
пряжения.

А для другого случая, когда круглый стержень имеет центрально 
расположенную полость с шестью продольными пазами, вычислена 
жесткость.

Полученные результаты приведены в табл. 1, 2 и 3.
Для задачи о кручении подобных, но сплошных стержней при­

ниженные решения были получены в работах Стенеску и Думитреску 
'' и Маня (5).

Рассмотрим задачу кручения круглого призматического стержня, 
имеющего симметрично расположенные наружные продольные зубцы 
или выточки) и центрально расположенную круглую полость (фиг. 1). 

Функция напряжения при кручении призматических стержней в по- 
,1яРных координатах удовлетворяет уравнению
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1 dU 
г дг

1 д'֊ и

в области сечения стержня.
Полагаем, что эта функция на внешнем контуре сечения обраща­

емся в нуль, а на внутреннем контуре сечения принимает постоянное 
з н а ч с н и е ио. ՛. ■ > у

В силу симметрии области сечения функцию Щг, ?) отыскиваем 

только в —-ой части области сечения, где п—число выточек. 
2п

Переходя к переменной

Фиг. 1.

и представляя функцию О (г, 
виде

О 2f

(3)

для определения функции Ф (/. j), 
получим уравнение

с/-'Ф

на простейшие области 
этих областях принимает

I, I! и

dt- дь-

Разбивая---- vio часть области
2п

III, полагаем, что функция Ф(Л'у) в
соответственно значения Ф։, Фп и Ф„ Вспо-

могательные функции Ф, /, ъ (i = 1 2, 3) должны удовлетворять сле­
дующим граничным условиям и условиям сопряжения

Ф։ (0- Ф)--?г = Ф։(- ф)

Ф2( — г |5)

rl
6֊ = ^ (/.О 9՜

<А|>. а бФ„••
* • Г г -о 6)

о

в

= 0

Г - 0

™ = 0.

= 0

= 0

ф2(0, <р) = Ф3 (0 »

где 
О/։ — In = In а» з

п

1. % = М, + 4 
£п П1 ’

ф. — 
ая
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л X—число, характеризующее ширину выемки или зубца.
Решая уравнение (4) методом разделения переменных и удов­

летворяя условиям (5) и |6), для функций Ф( (г - 1. 2, 3) получим 
следующие значения:

ОО

I Л> — А)

/.*810.* А.
81пХ*? — 110)

сН7А(?2 + г) 
с117*?2

где

51П7Л/, I—о, 0 .Г Л»)

/г-
' I

Л*. =
(2/г — 1) - и- (II)

। неизвестные постоянные Хк и 
и темы линейных уравнений

Укт определяются из бесконечной

X
Л Аг = ) р

р - I

ос-

Г» = +
Р I

(А: = 121
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В (12) введены следующие обозначения:
_____________ 2$ьт___________

К' 4֊ (/■/, : &)
, 2Х« 
' (с1ЬХ.ЛЛх -Ь сИ1Х*£.) (р/ 4՜ А»)

Г + ^֊4 /2Ф- 
().» — 4)(сИй*/1 4֊ с11й*/2) . 2**^ \ А

(13

сИи<Л

Системы (12) вполне регулярны, ибо для суммы модулей коэффици­
ентов этих систем имеют место следующие неравенства

СО

р - ։

ОО

у 1
р - ։

115

Выбираем постоянное число т равным

(16

Постоянное значение Фо определяется при помощи теоремы Бредта о 
циркуляции касательного напряжения при кручении

р^8 = 2От20, 17)

где Го—внутренний контур сечения. 2() = ~г[—площадь, ограниченная 
контуром Го.

Подставляя значения

с!з = г2е~'՝(1ъ (18՛

1
2 т

в (17), это равенство приведем к виду

(19*

Подставляя значения функций Ф։ и Ф2 из (8) и |9) в (19) и про­
изведя интегрирование, после некоторого преобразования для опре­
деления постоянной Фо получим следующую формулу:

ОО
/20)
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Неизвестные коэффициенты Ур, входящие в уравнение (20), оп­
ределяются из вполне регулярных бесконечных систем линейных урав­
нений (12) и выражаются через постоянную Фо. Подставляя опреде­
ленные из (12) значения Ур в (20) и разрешая полученное соотношение 
относительно Фо, получим ее значение.

Жесткость при кручении двухсвязного профиля опретеляется 
формулой

С = 20 |—(/Л -Ь Ц)2о +]’]’ илщ =
*2

= 20 I ֊ (21)

где йо — значение функции напряжения на внешнем контуре, а ио— на 
внутреннем контуре сечения, 2».— площадь, ограниченная внешним 
контуром Го, 20 — площадь, ограниченная внутренним контуром Г„, 

2—область сечения стержня, 2*---- — -ая часть области сечения.
2п

Подставляя в (21) значение (3) и пользуясь выражениями (8) 
(10), после интегрирования для жесткости стержня получим следу­
ющую формулу

с = 20 и (г42 - г]) + ֊£֊ (2Ф0-Н)(н-г?) +
I 4 4г։

^-2^1

тг'2

• ш

с1й/.к/1 + —

|1 --(-!)*+« ^:|2-
$1йАД,

£2/»

22)

В табл. 1 приведены значения жесткостей с избытком и с недо­
статком, вычисленные по формуле (22) для стержней с шестью зуб­
цами (фиг. 1), когда

= 1.964; = 1,252; /г = 0,675; Г.» = 0.225; ?։ = *2 = ;֊ 23)
г, г2 ’ 12

и для стержней с одной выточкой (фиг. 2), когда

— = 1,964; — = 1,252; ©։ = 7 09'43"; ©♦ = 172 50'17". (24)
г2
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В ион же таблице для сравнения приводятся также жесткости 
г., 

стержней с сечениями в виде круговых колец с размерами —- = 1,964

и ' 2,4595, из которых первое кольцо получается из профиля с
Г1 ՛

зсбцами (фиг. 11, если зубцы снять (г, --= г2), а второе кольцо получа-

Таблица I

К'ругоное 
колыю 

г.
- = 1,964

,, IКруговое кольцо 
с одной 
выточкой

Круговое колыю 
с 6-ю наружными 

зубцами |
-

Круговое 
кольцо

2.4595

Постоянные

жесткости 
С

Ог*

1

1.0 1.237 1,238 1.2375 1.523 1.525 1.524 1.568

1.465 2.929 2.941 2.935 3.621 3.628 3.624 3.758

ется из профиля с выточкой (фиг. 2), если выточку заполнить (г2 =
г.,». В табл. 1 приводятся также 

значения постоянной Фо с избытком 
и с недостатком, вычисленные по 
формуле (20).

В табл. 2 приведены напря­
жения при кручении круглого 
полого стержня, имеющего шесть 
наружных, симметрично располо­
женных зубцов (фиг. 1) с разме­
рами, данными в (23).

Аналогичным способом рас­
смотрено кручение круглого приз­
матического стержня, имеющего Фиг. 2. центрально расположенную полость 

< симметричными продольными пазами или зубцами (фиг. 3)

Точки 
сечения

с не­
достат­

ком

с из­
быт­
ком

1.227

1.228

0.804

0.804
а^г

0.545 0.676

0.546 0.676

I

?1) (А*— ¥ г)

Таблица 2

п.563

0.564

0,611

0.О12

0.474 1

0.475

1

208



В габл. 3 приводятся значения жесткостей, вычислении? для та­
ких стержней с шестью зубцами, когда

Г- — — = 1,964; з։ = . (25»
П гг 12

В этой же таблице для сравнения приводятся также жесткости стерж-
Таблица <

Жест­
кости

С

(ir*

Круговое 
кольно 

гз
-=1.964
гз

21.SOI

Круговое кольцо с 
6-ю внутренними 

зубцами

22.062 22.086 22.074 23.266

Кр\ говое 
кольни
Г։

- 3.857

Фиг. 3.
ней с сечениями в виде круговых колец

I размерами — = 1.964 и — = 3.857.
г.. г.
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Հո g վածոււք rj jiuiiuՈԼ/ք են աո անէ)P ի Ն կատ մ и» մր и իմ ե tn րՒԿ
»ակա հ шрщшр^ ակոսՆԼր և կեն տ ր ոն ա կան կ լ ո ր խոոոչ ունեյյուր ինչպես նաե կենտрпЬш-

խոո ոչ ով ե ներբին երկայնական ակոսներ ունեցող կ լո ր ձողերի ոլորման խնղիրներր:

Ikju խնղ իր ն ե րի ճշղրիտ լու^ոլւէր ստացված Լ սմանղտկ ֆունկցիաների ներմուծ­
•րսւն եղանակով * որը շարաղրված է (1 -3j աշխ ես տան յ»ն ե ր ու մ !

հնւոեղրման հ ա иտա տ ու նն ե րի որոշումը բերվում է ղծային անվեր? հավասարում- 
յ՛ Ր Ւ սիստեմների լուծման: Ապացուցված Է, որ ստացված սիււտեմներր լիովին ոեղուլ- 
]ար են ե ոլնեն վերևից սահմանափակված ե ղերոյի ձղտող աղատ անղամներ (երր է » X» )•

Երկու, ղ ե պ ր ի համար' երբ ձողն ունի ա) կլոր խոոոչ ե 6 արսւաբին երկայնական 
կոսներք բ) կ լ ո ր խոոոչ ե մի արսւաբին երկայնական» ակոս հաշվված են ոլորման կոշ-

"ուիք յոլննե ր ր 
^ետրոնակա Ն 
քյ*ւնը1

և լարումները: 1*սկ մի ուրիշ ղեպբի համարի երբ ղլանաձե ձողն ունի

իւոււոչ և ն ե ր բ ին երկայնական ա հաշվվ

Ետացված ար ղ յո ւ նբն ե ր ի մի մասը րերված են JV.V էէ 2 և 3 աղյուսակներում:
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