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Отнесем к классу Д1’» |р., оД (где р։ О, з1

голоморфные внутри угла А, 
О, 0<^з.<2) функции.

, для которых имеет ме-Iаг£г| < а

сто оценка вила 
’ >

где .17л•— постоянная, зависящая только от функции 5(2 .
Полагая, что Р [г] £ Д^՝ |р1։ з։|, рассмотрим интеграл

ОО
£ (?) = р (де՜'՜0)^ 2՜1 I ~,ь) е ~{ ^ге " № Х(Н О <а, 

<7 О

. II 1 IIгде р > шах {р1։ (2 ֊ а) ֊’’; — < а < — - —•- Д р

Здесь, каки впредь, для данных 6( — - <0 < т:) и т>0 в разрезан­
ной по лучу агй? = 0 4֊ - плоскости мы будем рассматривать тс ветви 
Функции (ге ,6)7, которые принимают вещественные и положительные 
качения на луче аг§? — 0.

Обозначим через 0(0, р, а) множество тех точек плоскости с, для 
вторых выполняется условие

Сумму

Ре (ге ',։у > а

всех областей 0(0, р, з) обозначим через

(р, с). Пусть Ло (р, з)—ее граница. 
Контур £„ (р, з) состоит из дуги 

г
ЛГ1 И ИЗ кривых

окружности (д| = о։ |агдг|
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' -Г’ ib
(р, э); Z = г<-> (t) = « I - ” •

(3.

В работе |1| доказана следующая
Теорема .4. Пусть функция Л՜։ г) принадлежит классу

.4 I?։* Т։Ь тогда функция

= /6)!‘₽г 1 Г(Ь’-<|)е—/Р(2г’ (<) Г' 1 (1։ 1°1 у*. (4
О

где п тах{р։, (2 —а) ’), уО<4՜ ~՜ голоморфна во всей 

области D,(p, з։) (формулой 4j она определяется в области

Имеет место интегральное представление

£, гур -си/:. z

f . z. и)г де ~i~ — целая функция типа Миттаг-Леф- 
л — О

лера. а з։ — любое, а интеграл (5) сходится абсолютно.
В первой части настоящей заметки на основании теоремы Л до­

казывается теорема типа Г. Полиа(-) для функций, аналитических в 
области угла и имеющих там порядок роста р и тип Во вгорои 
части доказывается теорема об интегральном представлении функций, 
аналитических на системе угловых областей, вершины которых на­
ходятся в начале координат.

1 . Пусть р > . Рассмотрим в плоскости г семейство кривых

largz—f|<Re(ze '-)?=з- 6-

где г ге '1, а параметры ■> и з изменяются соответственно в преде­
лах [0, 2к] и |0. со ). Любая кривая из семейства (6) делит плоскость 
2 на две бесконечные области. Замыкание каждой из этих областей 
назовем элементарной р— выпуклой областью. При з 0 одна из этих 
областей содержит точку г = 0, а при з = 0 кривые (6) представляют 
собой совокупность двух лучей, исходящих из начала координат и 

составляющих угол с раствором—и с биссектрисой argz ■= '*•

Определение. I очечное множество/И называется р выпуклым- 
если оно может быть представлено как пересечение (конечного или 
бесконечного множества) элементарных р—выпуклых областей-
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Пересечение /ИР — всех р — выпуклых областей, содержащих мно­
жество Л/, назовем наименьшей р— выпуклой оболочкой множества 
М- Для р — выпуклого множества Г) определим р— опорную функцию 
К (?) следующим образом

maxRe г)? = maxr^cosp (0 — ю)

А'₽(?) =

О, когда в угле | argz — ՛? [=С ~ не имеется точек 

из D.I
Пусть — аналитическая функция в области | аг£2г | — а.

(О < а < 2) и там имеет порядок р (2 — а) 1 и нормальный тин з, т. е.

, ֊ In In/И lirr. 1пг и

где .VI,,/ (г) = max F(zl|

I argz |

Пусть, далее, h\՛?) -индикатриса роста функции F(z)

lim г?
Рассмотрим функцию

□О
£ (г)=р(ге-‘~№ г ՛ Т՝ Не *)е~1 1 ' ’И

V
/ 1 1 1 \ 
( 2 I1 \ '՛> ՛ р )՜ \ £ И /

Из теоремы А имеем, что функция £(г) аналитична в 
0а (р» 3). т. е. все ее особенности лежат в дополнительной к 
области.

Относительно связи расположения особых точек 
функции Л (г) справедлива следующая

Тео ре м а 1. Пусть 1) Т՝ (z)—голоморфна в угле |argr\

области
£Мр, з)

и роста

II и

имеет там порядок р > (2— а) 1 11 тип > 0. 2) АД?) — опорная 
Функция наименьшей {• — выпуклой оболочки Л1Р множества Л1 всех 
особых точек функции £ (z).

Тогда функции /<р(?) и Л(—?) отрезке ֊
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положительны для одних и тех же ? и для таких у имеет 
место равенство

/<?(?)=Л(—?)•

Доказател ьство. Достаточно доказать утверждение теоремы 
' — \ 4 ь 4 \

для любых у из открытого интервала I —~-а, лу՜ а I, так как ут-

верждение теоремы в случае |®1= — » будет 

ности функций К-. (®) и Л (®). Пусть ®

следовать из непрерыв­

Эго значит, что внутри угла Др(®) ( |аг%г ®| —֊ ) имеется хотя бы 
2р /

одна точка из .11,. Для функции /Дг) по теореме А имеем представ­
ление

(8|
(Р, ։-Н)

где 3 > 0 — любое, а интеграл сходится абсолютно.
Из(8) имеем

И(«-*)|<Д £ | ад I и (С) I |<К I =

/.в(Р,° + *)

= ֊ [ |£,(гг-<;иЛ1гК)1|<Г.|+՝

(р,°4֊в)

<(?** +*)

9

где Ь ’ (р, з 4- 3) та часть (конечная) кривой А,(р,с о), на которой

) аг»'- — 7 | , где п достаточно малое число. Так как, очевидно,

£(г) голоморфна вне .Ир, то любая часть контура Л« (р, = <*)՝ 
находящаяся в угле, внутреннем к Д ։ , можно заменить любой кри- 

а + ֊֊ Р
вой с геми же концами, лежащей вне .44р.

Пусть г^>0 произвольное. Мы можем /.Др, з о) заменить кри­
вой /(7(, :,1, которая обладает следующими свойствами: 1) /(%£) лежит 
вне .4 и имеет те же концы, что и /., (р, а | 3), 2) часть / ^,4

кривой /1 г(, с), лежащая в угле |агйг—4- Н настолько блн1՜ 
2р 2

ка к .VI, (и т) — настолько мала), что
шах (<?-/Ч)р < А\. (?) 4 г. 10՛

се/1 о,, о
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Из (9; и из асимптотических свойств функции Г. 2\՝<) 3) имеем

\Г(ге 'Д Дтах { (г^-^)ро-и-)) >
С €/’(?,с + 5)

тах7?е (г£-"₽С)*>
£/'(рл + I)

Ч В(г),
(И)

где Д постоянная, а В (г} >0 остается ограниченным при г —- оо. 
Имея в виду (10.1, из (11) получаем

Л(— ?) ^ (?) (12)
в предположении, что внутри угла А? (?,) имеются точки из Пусть 
теперь в угле Ар (»)^ |?|<С“^а )не имеется точек из Мр. Снова 

имеем соотношение (9). Для заданного г^>0 снова можем £ ?, о о 
заменить кривой /(тое), которая лежит вне /И.,, имеет те же концы, 
что и £^(р, а֊՛ о) и ее часть Г ,гь е), лежащая в угле |аг§՝ — 7!

Д
2 ’ настолько близка к сторонам угла А. ;ф(. что

шах Ве \е ‘-'у < г
-€А (Ъе)

и снова, как и выше, получаем 

Л(֊?)<0,

когда в указанном угле не имеется точек из Л4Р. Но в этом случае 
по определению Л, (<?) = 0. Таким образом, соотношение (12 имеет 

место для всех © ( —1. Отсюда следует, чтоесли Л(— ? >0 
\ — ** /

( И<С‘77а)՝ то А'Р(с)>0. Обратн°. из Л’Р(?)>0 следует, что

//(֊?)>0. Действительно, из Л (— <?) 0 в силу формулы 7) 
следовало бы, что (?) не имеет особых точек внутри угла А (©). 
что противоречит условию Алр(«)>>0.

Пусть Л( ср) >> 0, докажем неравенство, обратное к И2). При 
? 7Л?, р, а) имеем

о

— Л( — ?) - Ч 1^/.

Из этой оценки следует, что все особые точки £(?), лежащие в угле 
(?), находятся в области

Не{е՜1^ < И{ —
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Отсюда в силу произвольности г " .0 получаем

Л'Р('г) *( — <₽)-

11з (12) и (13) следует утверждение теоремы.
□С

В случае, когда имеется целая функция / (г) = V
/1-0

’,/

ИЗ)

Г(Р , ftp-1)

порядка р>֊п֊н типа з > 0. то функция (г), определяемая в облает А*
формулой (7), голоморфна в области |?|>-'р и в этой об- 

ас 
а"ласти представима рядом (г) = у ^г+г ('')• 

«-о
Разделим всю плоскость г на угловые части с общей вершиной в

/о 1 начале координат с растворами меньшими, чем “у, где 7</2------ .
Р

Применяя в каждой части теорему 1, мы получим следующее следствие 
для целых функций. 

ОО
. ---- г-г" — целая функция" ' ' — Г (р ֊(֊ яр՜1)

/1*0

порядка и конечного типа о^>0. 2) /<\ ftp) — р— опорная функ-

ция наименьшей р— выпуклой оболочки Л/р множества М всех особых 
ОС

точек функции £ (г) = У и // (9) индикатриса роста функции
п —О

/ г). Тогда функции и А(—©) (0<? < 2~) одновременно поло­
жительны и там, где они положительны, имеет место равенство

Результат этого следствия был изложен в заметке (5). В несколь­
ко менее четкой форме он содержится в более ранней работе ("J.

2. Пусть b (?) g (?) — Вр ассоциированная с Ff?) функ­
ция в смысле теремы А, определяемая в области D (О, р, oj формулой 
I > I, где р ՝ 12 — а)՜1 и — [1 -1- — - Теорема .4 утверждает, что

м J
при ? Д, интеграл (5) сходится абсолютно. Этот интеграл, вообще 
говоря, не имеет смысла вне угла Д։. Однако оказывается, что в не­
которых случаях этот интеграл абсолютно сходится в определенных 
областях, лежащих вне угла А,. Обозначим через В(я,р) область угла

. г. , к!arg^|> —а-|—.2 р При вышеуказанных предположениях справедливы
следующие предложения.
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;/1е 0<1р 7 абсолютно

Лемма 2. Если ~ а

Ег. (г:^)

Лемма 3. Если у а

Лемма 1. Еслиа. -—<^ - (0 <*<^2), то интеграл

Е^ (■*':I11 Я <-) с1\. (з^>зх — любое}, *
Ар(р, ։)

сходится внутри угла В (а, р).

- ■ < г. и О 3 <С У < а. то при ~ В 7, р ।

Я('.)</'. = С £,(г'.;н г(’,)Л.

Ар- (р,а)

"<1՜ и /<Са» 'п() и ри ֊ В (7, р՛ I

Пт I Е(, (2',;а) (Г, = Е.. (г',;сП.
/'₽(?.’) М?.=)

При доказательстве лемм 1 —3 существенно используются асимп­
тотические свойства функции А՝г.(г; а) и тот факт, что когда г А),(р. -։) 
и |агё2|^? — / а ֊—— о (где 0 <3 / а * ) — любое, но фик-

2 \ р / — ՝ Р /
сированное число;, то при | г | — ос

(14)

равномерно относительно рассматриваемых значений г 

Лемма 4. Если -^֊ а — <՜- и г В {7, р), то
- Р

/ ,(?.=)
15)

До к а за те л ьст в о Обозначим через замкнутый контур, про­
бегаемый в положительном направлении и составленный из части кривой 
■ ^Р.°) (Р’С31)» лежащей в круге |2| R, и из дуги А/? окружности 
’| - /?, соединяющей уходящие в бесконечность ветви кривой А - (р, 5 . 
По теореме Коши

I (г՜.; |1) г (’.1 <Г. = 0.

Луга при всяком R целиком лежит в угле аг£֊ < ։) г
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Поэтому согласно (14) на Л/?

1^(91 =°(гТ|)- (17)

I •
С другой стороны, если ". £/?и2 Д|а, р), то ,3^2^! и поэтому

Из (17) и 18) следует, что

1։ш I £р (гС; р) £(9 Л = 0. (19)
R ->оо /

Из (16) и |19) при г В а, р) имеем 
/э
} Е, (г1; а) £ (С) (Л = 0. 

/- р (р»з)

Утверждение леммы 4 следует из леммы 3.
Пусть задана конечная система угловых областей

4”(«, |):Х, (*։). -Ц('|ь) <29>

У. Д» — есть угол |агег - 0»| С -х- а», 0<։«< 2, к = I, 2- • Я), при- Л*
чем углы не перекрываются и имеют общую вершину в начале ко­
ординат. Дополнение этой системы углов также состоит из конечного 
числа угловых областей. Величину наименьшего из дополнительных углов 

обозначим через -7 • ‘
1 )

Пусть в угле А, , ('1»л) к = 1.2 .••//) задана функция /а (г), при-%
надлежащая классу .4 ։’а1 |рЛ, зА|.

Обозначим через / (2) функцию, которая задана на системе (20 
и такая, что

/(г) = Л (2), когда 2 Аа> (фЛ). (21)

Допустим, что £/. г) (А- 1.2 ... п) — В9 ассоциированная с
функция в смысле теоремы 4. При этом мы предполагаем, что входя­
щие в определение £* (2) величины р и р. удовлетворяют условию

Р тах {7,р1։ Р։ ... Рл), 1<и<± + ±.
2 £ р

Нод ^1А(р,6Л) мы будем понимать кривую £аЛ (р, с), повернутую 

2)0 



на угол ф» по отношению точки о в положительном направлении (луч 
аг£? — фл — есть ось симметрии кривой £а*(р, а,фЛ)).

Теорема 2. Для функции / (г), определенной согласно формуле 
(21), справедливо интегральное представление

П р

/(2)=£ ) н) ЙГа (С) 4Г, г Л"(ос, ф), <22>

*■’ 'Ь)

где р > шах [т, р,. р2- • -рл|, а а. > зЛ — любые.
Доказательство. По теореме А для функции /Л г\ имеем 

представление
/1

А^) = ( £р(гС; р)я*(С)Л г £ А (фЛ), (23
I R

(Р1 '?Л) (Л = 1, 2,-•-л)

I те интеграл сходится абсолютно.
Так как р > •[, то из леммы 4 следует

/л (г) = 0. когда г Д, ф ) т ф /г.П1

Суммируя равенства (23) по /? от 1 до п и имея в виду (21)» 
получим представление (22).

Институт математики и
механики Академии наук Армянской ССР

И. Ь- ИЧ_Ь8ЬиЗИЪ

|>Ь|11*Ь|(՝ 111(|1||1Н Гшц|»(| ^||1՝111||>(1Ь|*1Н|Г III (I 111 11| .4 1111 
ф||1 Й1|<)|11116Ьг |Ги1н|1(|

/*’ ш 1,1 ш Г п * ttt.itnt.ty [Ду ш рш յ|^l, ш // /. Ъ ш ф пр р .,-т п тр р!/

Р ли /уш // // э— ф»т !у уу у# шу у и/ гци ф ш р'Ь /. р р 2 4 Ъи/Д
ЬГ]*ипр !։ Ч^ц чши^! ф пл у» шЪ /' р ։/> I»

!шЛ /7/А Ьр^ф!*ирр2 Ц,։ц1Н,7п։ //'/"1 ^р^ш ИШ >-

՛! 111'1101.1(11 !,р п ч՝Ь п л р цн »( р ХК рн^ у 111-Л ш чии/Ьи:

ЯЬпрЬкГ 1. ։1фдп1 р I) /7 (г) |» ГнцгиГпц^ I, агус| 1 (« < 1 1|

UljGvil.fi 1||6|1 5 • (V --- 1) 1 1)1И|1>| 1| 3 о щ||11| К (г)'Ь

ОО
(г (г) = (ге-'\/՝ (ге ь)е ' 2 (П

о
^■>1 1|1^д||Ш ||| 1«(|<А|Ц|1 1|ЬтЬ|1|1 11| Ш |1 ПI || III 1| || || 11иГ ЬСш ||| |<р|| б-III П 1111| |Й| |»11Н|1111|р|| б’ВЬ(иГи|1|
^П1 КЦу|1ш1| Ц:

(Чч ։|1*ЧРП1|Г А‘р1 т) 1‘ фт.С1|д||шСЬ|'[1 [Л Г (*Н1 |’Н«|||1|<и•»• И

Гии 1П|||ид|илГ (||ии1|11|1| |Г|11| 1нн «>Ь|||к 1՝н|||Ги1|1 1| 111]1]и|||и|1 у_։։|։|։ •шиГшр

<иЬ|1
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*р(?) = Л( -?)՛աո նչւ։։ |>]Ո1 h|i«
4 սկպրնակեաում րնդհանուր պա ղաթ ունեշոպ անկյունային ՝ոիրոէյթ~

КՆձՀ./. մի "Ւ"”լ,ր А« !Պ Փ)ր Հ (6A) argz-<ьл I < -շ- Ой/ - *• 2 • •• ո) ընդ որոլ։/ 
ձ к

անկյուններր միմյանց յձՆ ծածկումէ Այդ սիստեմի (րացոլմր կապմված է վերջավոր 
անկյունային տիրույթներից: Գրանդից ա մեն ա ,ի ո րր ի րացվս՚էրի մեծո, թյունր նշանակեն ք

9 •

Դիցուք Д, (K) անկյան մեջ տրքաձ (, Д {z) ֆունկցիան, որր պատկանում Լ այն- 

տեպ А («Р Ipfc'Cj 4ասՒն! թո1 gltf'H հետ 8ք֊աոոցաց.1ած ֆունկցիան}Թեորեմ շ. TJpb /(z)-p «ււ<|սւծ է A"fa, փ) սիստեմի i|p։u և
/U) = fk\^) Ьрр гед» ^к)՛

illii]ш lipin 1н1пГ|М|1 inLq|i nI Gի
£'pU?'H) C) ^՜

|iliiiiLf]|iiii| liijilpiijiiHj ումր, npinLq ?'* П1<1Х [ Հ, pp f»? * * • pZJ [ ~J l։։lh t Ip. որո-
ЛКշսւկի l]nlitnn<.p Լ, որի համւսլւ .irgZ - •'Հ՜^ սիմետրիայի mnuitigp Լ Ii որի 2 քւյուղերր iulit|Lpv 

1ւեւ> ւս1ւում են մո in Lli<U| n(| <Hg2— ՞'Է 1 ՜Չ՜յՀ ՜շ^ uililjjuiG 1|ոցմերին:
.Fl ИТ Е Р А Т У Р А — •»• р u ’I U ъ II ЬН- S п м.
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