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Элементарные замечания о формулах для определения порядка 
и типа целых функций многих переменных

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 30.111.1959)

В последнее время различные авторы публиковали результаты, 
посвященные перенесению на случай целых функций многих ком­
плексных переменных известных формул, позволяющих определить 
порядок и тип целой функции одной переменной по ее тейлоровским 
коэффициентам. Так как исчерпывать пространство п комплексных 
переменных можно различными способами, то, естественно, в зависи­
мости от принятого определения порядка и типа для них получались 
различные формулы. Целью настоящей заметки является обратить вни­
мание на то, что ряд известных формул можно получить единым со­
вершенно простым приемом, при этом получается некоторое обобщение 
известных результатов.

Пусть Gr—семейство замкнутых поликруговых областей в про­
странстве (Zj, • • зависящее от параметра г>0 и обладающее тем 
свойством, что z։, • ••,£„) Gr тогда и только тогда, когда (с։/г.
• • ՝yzn/r) £GX.
Пусть

ОО
- \ £• /■ 

/'.*։»  •••,-'>) = _ akx • • • kn ֊։ ' ' *'  ՝п
kx. •••.*„■=0

целая функция. Обозначим

Mg (г ) — Мо (г, f] = max f (л,х, ՝ ՝ •, •
(г„ - ,Zn>eGr

G—порядком и G—типом /(zx, • • •,гя) будем называть соответ­
ственно

__  1п1пЛ1о(г) 
pG = Hni 1пг

и JG = Игп 1п.Иб(т)/Г?С.
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Обозначим
•МА’,. • • •, Л„) = max J zx ■ • • |zrt ,A>. 

(zt. • ՝՝, zn} 6 G|

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Все порядки р« равный Р = Ро момет. быть вы­

числено по фор муле

г-— (А՝] 4֊ • • • 4֊ ) In (А։ 4- • • • • А’я)р = 11m — ------------------ ——--------------------- . (
kx- ... ~ь„~ v In |a^։ ... k„ |

(1—типы удовлетворяют соотношению
l

(*P«g)։' = Uni
AI + • • • 4- <

Формула (I) встречается по существу уже у Э. Бореля 
1), а в применении к целым функциям комплексных аргументов—у 

Ж. Сира (2), где рассматривалось исчерпание по полицилиндрам 7.г - 
— {| | ^г1։-• -,| ֊,1 г). То, чторо=рдля всех С/г, конечно, оче­
видно, но мы приводим формулу (1) как для полноты, так и потому, 
что этот факт ускользнул от внимания А. А. Темлякова (3) и С. А. 
Ерёмина (4), которые рассматривали случаи Ог = С,=-{| гх | 4՜ ••• + 
+1 -п । < г} и аг = X*.  I

Доказательство теоремы использует ряд лемм.
№

Л е м м а 1. //усть Ф (г) = X Акгк, Ак> 0, ՝/Ак -♦ О, и некоторая 
ь -о

функция ‘Г (г), г |ц, оо), удовлетворяет неравенству

тпахА*г*  г).
()< к »

3)

Тогда функции 4՜ (г) и ф (г) имеют одинаковые порядок и тип.
Доказательство этой леммы в неявной форме содержится в обыч­

ном выводе формул для определения порядка и типа целой функции 
одной переменной (А. И. Маркушевич I6), гл. VII, § 1).

// е м м а 2. Функции
X

k - о
Да 0,р/ А а —* 0 и

У А. А. 1емлякова (։) формула для ?с имеет более сложный вид, гак м* 1՜ 
гам не было использовано, что

Пт 1п ) |(* 1 + ...4-£„ ) |П (А։4-...4-Ач )]-1= 1.
4 • • -4-А/1 —» оо

В таком усложненном виде формула применялась в работах других авторов (С. А 
Ерёмин (■*).  М. М. Джрбашян (։)).
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•I’j r) = 0, //Л -I. имеют одинаковый порядок
*r -о

ii тип.
Это сразу следует из известных формул для определения по­

рядка и типа.
Лемма 3. Пусть P(zx, •••,?„ — V аь ь zk՝ ■ • • -*«  

—
*Н----- F kn™k

-многочлен степени A\ ,И0( 1, Р) = max | Р -։, ..г„) |.
(*!•  ՛ * *•  г»Г )Со,

Тогда

max
• ■ • -г kn = k

Действительно, правая сторона неравенства очевидна. Пусть ФО(А’1։-
= |С1|*1  • • • |;я|*п.  где <3Х. Левую сторону неравен­

ства получим, если для Р г։< •••,£„; запишем неравенство Коши в но 
лицилнндре [,г։ |;։ I, • • •, । г„| -|;«|} и заме!им, что максимул
Р\2Х, ■ • • ,г„} \ в этом полили динаре достигается на его остове, сле­

довательно, в точке из (?։ (б։—полнкруговая область) и не превышает 
поэтому Й«{1, Р\.

Теперь доказательство теоремы получается сразу. Пусть г ново։ 
комплексное переменное, ;,• = г, /. / 1, •••,/։, =
• Очевидно, что

Л/«(г,/)~ шах |Р(/, •••,;«)!.
(С։,...,сл)ео|. т|=г

Но

\1 kq
• Ь (’ • * • >п ' = . 4 • • •k.j' * ’Л •

X? । • • * т Хг ц — k
Нетрудно видеть, что

ОО
max Af0(l. Р/т*  M(t r,f) Va/g(1, P<ir*  = «Hr

Зевая сторона получается, если к •••.’г» । где го՛,
ха на и\, и которой достигается г1 max Р* ։(’п> - , = г՝՝.И<; 1/

о.
max г*Л| о 1, Л\) применить неравенство Коши в круге как

Пелой функции от одной переменной t. Правая сторона неравенства 
^чевндна. По лемме 1 порядок (тип) .И<Дг, f) равен cootbcict՛ ։ > 
Р(,рядк\՛ (типу) Ф(г , а этот в свою очередь равен порядку (типу I
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r‘ max (Г'**  ... Фо (^։. • • •. *•»  '
“ *.»•••+*„  *4-0 1 *

n
что следует из леммы 2 и оценки (4): k 4֊ 1)՜" Bit 1,| £h — |, 
II пользуя формули для определения порядка и типа Ф։ (г , получим
тля Ро формулу

Ро |Ф« (>,. М|) “

_ i7~ (* i4-*  • In i*i~b  • • - 4 M
£, + ••. -j Ьп— со — ln( \akt--k„ l$o। 1 

и тля зо формулу (2) с р = ро- Остается показать, что для всех ис­
черпаний (if ре = р. G։, как ограниченная область, содержится в не- 
котором полицилиндре Zl [|Z/|*?£|.  Возьмем точку (г,, • • z„) 
такую, что /—inln 1 Z/O0, существование такой точки очевидно 

л>1>1
Обозначим Z/ полицилиндр ( jzz| /), / = 1, •••, п. Так как максимум 
,/ достигается на остове полицилиндра, то ЛЬ4 (!./)• Л<о(1./| и. 
очевидно, /Ио( 1. (I,/). Отсюда сразу следует, что
M:i (г, f] < .Ио(г. f) < Mzl (г, /) = Mzt(Lr, f). Так как порядки 
ЛЬ,(£г./) и ЛЬ, (/',/) одинаковы и равны порядку ЛЬ, (г, /), то до­
казано, что дтя всех G, ра = р. Чтобы получить формулу (1), остается 
заметить, что для Z։: j I zj < 1, • • \z„ | < 1} Ф.,(Аг։, • • s 1. Тео­
рема доказана.

Примеры. При исчерпании О, = 7.г ФХ(Л։, • • А’„) = 1 (ср. (*));  
Ирл в, — Сг • • -, Ая) = А*՛  • • • к* п (Л1 + • • • 4- Ая)~(*| + ”‘+*я) (ср 

С ); при (]г = 5, = {/-'^1*4-  - •«4֊ 1* я|*  < П Ф#(Л1, • • •, А-,) =
| ... ... +Ля|_(Л։+— м;ПриО,: {(\г1\/г)^ 4- +

->֊( | г„ |/ г)^ < 1), р/>0, I!=!,•••, п. (этот класс исчерпаний содер­
жит как частные случаи оба предшествовавшие)

Часто бывает полезным характеризовать рост целой функци^ 
многих комплексных переменных системой типов {о(/\... I. где /։.
• • •, ‘п—целые числа > 0 такие, что >.։ ֊ • • • 4-а„ = X. Определение си­
стемы типов в наших обозначениях можно выразить так. Обозначи՛ ।
!г поликруговую замкнутую область
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^•|,..А(։>0. Система 13У|’. ..,,1 называется системой нормальных типов

/(г„ • • •.-Д если при таких коэффициентах в Т, Н։п 1пЛ! г «= |

Ести при любом выборе О 1п.Иг(г,/) г*  «0. то / имеет ми­

нимальный тип. если 11т 1пЛ1 г® , то—максимальный тип*.
Системы нормальных типов, рассматриваемые как точки в некотором 
конечномерном действительном пространстве, образуют некоторою ։и-
перповерхность, уравнение которой с помощью ><И рмулы (2) запишется

1 1 ।
гр)? = Нт ? | |а*

*։ + ---4-*л  ֊♦«

Неизвестные о/.’, ,.>я входят в Фг (Л։, • • •, А?„). например, в случае

1 Фт(*„  .... = А?' 4՞ ■ -г ••• 4
+ Ъ)* , + "“ 1 *’ 1՜'.’։ = 4'/ . где *у=0  при / ¥■ , и А, — 1.

Укажем еще на одно применение указанного выше приема. Пусть 
исчерпание (?։. з„) — пространства производится по замкнутым по-
лнкруговым областям I), = /Л(р։, •••.?«): ’։|Я| 4- ••• 4-|гя|/ч г.
о(>О. 1~ 1. •••,/!. Покажем справедливость следующей фирм՝ и.

-т—-1л1п/Ио(г,/)
р = ИГЛ------------------------

г-- 1пг

(5)

Пусть сначала вс° р։, •••,ря —рациональные числа, </ общий наимень-
ший знаменатель 1 р։, - • • ,1 Тогда р( = др,, I 
подстановку г( = с. . /(л։, • • •. гп) / ;/₽/, • 

Очевидно, чго

п. П| изведем

»

гпах I, = тах 
г„- • ■.!„ )€Ог \t\-r' -.0. >е о,

Л1 (г։*.  Д; Л),

где />։: 51^1?’+ ••• и֊|;я|р<»< 1). Поэтому

р — ֊ Ит 1п!пА1 <г,Р։; Р 1пг.

Но

р1Дг| + • • • + рп Лл = к

’ Такое определение нормальных типов при • 1 сообщил ине .1. И. Рон*
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Те же рассуждения, что и при доказательстве теоремы 1 (лишь в 
лемме 3 слова .многочлен степени А’“ надо заменить на .многочлен 
степени не нише Л“), приводят к формуле 5): '>

1 — к 1п к• 11 цд   _____ _____ ____  _______ -
шах I I а*։..*я1 ‘ 1

ГЛ։ 4- • • • А Гп к» = к

[ “ Л’։ ф • • • -» — 1п (/>։М--------ЕМ’»’
р1т —?___________ ' ֊ ______я

А, . .. Ая - «ю —1п(IФо, (*։>

- - 1 4- • • • + ^л/р« I 1п ՝ кг
11III —!!;—Г—

л.|+... ¥ьп - х> ~1П Лл1

Так как при (1< I

/ П \ / 11 \
1л [ ^|г<|Р//Н±О ) (1фг) Чп V '?,?/ I — 1п2«

\/-1 / I ՝

(верхний знак берем, если ; г, 1, нижний - если >2/ <^1) н

ю р - 1нп 1и111.И/Д/՛, / 1пг непрерывно зависит от (р։, ••*,?>«).  Поэтому 

формула (5) справедлива не только тля рациональных, но и для про­
извольных положительных р։, ***,р я.

Систему (р։, • • •,рл) назовем системой положительных порядков 
/ если при таком выборе р։, р = 1, т. е. если

цп1 1п1н.И г,, • ■ ■. г„;У) 

. 4-го . » 1П (г?« 4 • • ■ т
(6)

где .1/ г։, • • ■, г„\ ! шах / (2։, • • •, гп) I. Если при любых положи*  
2 /I = г.

/=1. ■ • • ,п
тельных р։. • ՝ ,’еп этот предел равен нулю, то скажем, что / имеет 
общий нулевой порядок, если он ранен х, то У бесконечного по­
рядка. Из (5) сразу следует

Теорема 2. Если /[гЛ, • • •, имеет систему положитель­
ных порядков (р,. • • - , р ), то

и~ 1 -|՜ * * • 4՜ кщРп 11п (/?! -(-•••+֊ Ая) -|
*.! • ■ »« .х, =ЯЙ^Л '•
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Формула (7 была получена М. М. Джрбашяном (:) для собст­
венного подкласса целых функций конечного порядка—класса 1. г. е. 
для функций, для которых помимо (7) выполняется

Пт 1п1п/И (1, •••, 1,п. 1. •••, 1 1пг, в - 1, ..., (К|
Г1 ֊• »

В заключение приведем один пример. / г|։ г2 е’ -> удовлет­
воряет условиям (8 при рг — 1, но то։ и не выполняется условие
(6), результат М. М. Джрбашяна не применим. На основании же тео­
ремы 2 легко найти все системы положительных порядков (р։, г,). Для 
нашей функции л>|>։ О при А, --г А5 и а»,*,  — 1 А! при А։ = к\ - А. По 
формуле (7) получаем 1 = 1 ф 1 р2. Любые два числа р։^>0 и О, 
удовлетворяющие этому условию, образуют систему положительных 
порядков (р։, р,).

4 J/ю fl/lli UI If hrjuillll ‘r-l * UI Ш Ifnif UfjL pa tfi т if» n fu iv If шЪЪ L ft mm pm! • « P jaab ym —

• Условия (8) записаны в(’)в ботее сложной форме, но их можно упростить, 
использовав результат Ж. Сира (։) (см. также Ж. Валнрои (*)).
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