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МАТЕМАТИКА

Р. М. Мартиросян

Об одной обобщенной задаче Штурма-Лиувилля
। (Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном
I ll.IV.1959!

I Вопрос о строении спектра оператора и" г ри с комплексным 
потенциалом р (х] был впервые изучен М. А. Наймарком (г), который 
для получения соответствующих результатов пользовался найденной 
им асимптотикой решений на полуоси. Ясно, что этот метод может 
встретить значительные затруднения, если возмущения оператора—//" 
гораздо более сложной природы и не удается выяснить асимптоти- 
ческий характер решений. Тем не менее в ряде случаев представляет 
интерес рассмот реть более общие операторы. Отметим в этой связи ин
тересную задачу, предложенную впервые М. М. Джрбашяном, о раз
ложении по собственным функциям оператора вида 

— и" -}֊ ри

Л

Д’А
Д', է и է (/Г.

решение которой на конечном промежутке дано в работе А. Б. Нер
сесяна (2) и исследование которой продолжается этим автором в раз
личных направлениях. В настоящей заметке мы ставим более скром
ную задачу—выяснить характер спектра соответствующих операторов, 
но при этом для операторов гораздо более общего вида
Д Метод доказательства приводимых ниже юорем имеет точки 

/Прикосновения с заметкой II. М Гельфанда 3). несло гоняние кото- 
эго довольно неполно и по идее ближе к исследованию автора ՛!. 

»< священному спектрх неса.мосопряженного оператора III ре зннгера. 
О шако из-за наличия интегрального оператора н оператора / при- 
г ось по-существу дать новые доказательства, краг кое изложение ко- 
срых будет дано в этой заметке, ради удобства, лишь для операго- 

. ( в. заданных на всей осн. Заметим, что все результаты почти без 
՛ менения рассуждений переносятся и на случай полуоси.

Д Переходя к точным формулировкам, обозначим через - область 
«.ределения гипермаксимального оператора /. . заданного в гнль- 
‘ртоном пространстве -ю, . Как извел՜ дио. ->тот оператор ян-



ляется замыканием и /.2 оператора и", рассматриваемою на много
образии всех финитных функций.

Пусть, далее, р |х) —произвольная ограниченная комплекснознач
ная функция, суммируемая с квадратом, а комплекснозначная функция 
А'(л՜. типа Гильберта-Шмидта, т. е.

х, /) |2 дхсП

Обозначив через /. произвольный несамосопряженный) ограниченный 
оператор в Л2, введем в рассмотрение оператор

К / •
Ти = —п" + р (х) Ти -г 1 А'|х, Г) и (О и ։ 2) 2)

с той же областью определения 2, что и у оператора — и”.
Теорема 1. Непрерывный спектр оператора Т совпадает с 

положительной полуосью, а точки спектра, лежащие в остальной 
части комплексной плоскости, могут быть лишь собственными значе
ниями, не имеющими точек накопления вне положительной полуоси

До к а з а г е л ь ст в о. Известно, что если /(х) £ £2 (—сс, оо) и ) 
неположительно, то решения уравнения — и" — ки = / (и £ Й) даются 
формулой и = /?;/, где резольвента В, оператора —и" имеет вид

/(' (1։ [1т\ /. >0). 3)

Рассмотрим теперь уравнение

Ти — /.и — — и” 4֊ р (х| Ти 4

ем

Л' (х, /) и (О сП — ки = /.

Если / неположительно, то очевидно это уравнение равносильно сле
дующему

ОР 
I \

и = В,} - Вх|р|х)Лн+ /<|х,/) « |/) . (5)

— X

Покажем, что при таких /. последний член правой части (5) вполне 
непрерывный интегральный оператор, порождаемый некоторым ядром 
типа I ильберта-Шмидта А0(х;/;к . В самом деле, легко видеть, что 

А'(х, /) и(/| <//| = I 01Х, Л.к) и |/) <//. (6
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гд<
I 7л____\ I* - «I

Ау(л,Л,а)-£* pH) -Ь ——_ /<(<, 7)
■ \ 2</л / 3 2^

— СО 
Поскольку 1т\ X = т^>9, то, применяя неравенство Буняковского, легко 
убедиться, что интеграл в последней формуле типа Гильберта-Шмид
та, Далее

( Л > |х (I __
£* * —_ р(Г)

\ 2։]/ X
р։7) I*4։4։

Интегрируя это неравенство по х и принимая нс внимание, что
ОС■г ------ не зависит от убеждаемся в справедливости на-шОС

шего утверждения. Предположим теперь, что X неположительно и не 
является собственным значением оператора Т. Тогда однородное урав
нение (4), а следовательно и однородное уравнение (5), имеют лишь 
тривиальное решение. Поэтому в силу альтернативы Фредгольма урав
нение (5), а следовательно и (4) разрешимы при любой /(х) £ /։ 
Итак, замкнутый оператор (Г—Х£)՜* определен на всем пространстве 
и, следовательно, ограничен Таким образом точками спектра опе
ратора Т, лежащими вне положительной полуоси, могут быть лишь 
собственные значения. Эти последние определяются из уравнения

и

Но поскольку вполне непрерывный оператор

В,

аналитически зависит от параметра X вне положительной полуоси, то в 
силу известного результата М. В. Келдыша (5) собственные значения опе
ратора 7', лежащие вне положительной полуоси, могут иметь точки на
копления лишь на положительной полуоси Переходя к доказательству 
первой части теоремы, предпо. ожим сперва, что при некотором не
положительном X существует резольвента /?, = (Г — Х£)~։ оператора Т 
и покажем, что она является интегральным оператором вида

?. /ГТ |л - /|
Ы = | + Н(х, /;Х)

I 2<к '■ I— *яО
(8)
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где

Н (х. Г; > ) г дхсП 19

Действительно, если существует /?>., то уравнение (4) разрешимо пр, 
любом /, причем решение удовлетворяет уравнению (5). Поэтому 
если резольвентное ядро для ядра Л'01х, (\ X) обозначить чере 
/70 (х. Н X), то

«гУа|х-/| * «
Лх/= ֊ ------- ——/(/ сП— х, Г; / , _֊75-—сП сП,

.՝ 2<У< ’ 3 О 2«И>- I !
х — « - ос

9 
откуда и следуют 8) и |9), поскольку, как известно, Нп(х, X; л) тип 
Гильберта-111мп па. Получив представление (8), допустим теперь, чт» 
при некотором положительном X Хо > 0 существует резольвента R 
оператора Т. Рассмотрим уравнение: |

в
— //" — кпц = Ти — р (х) Lee — Л (х, О и (( сП /.ои /. (10

• 7
*

Очевидно. <>но эквивалентно уравнению

" Я)Л + ПхпСи.

где положено

Си = р х । /. и Ч- I К (х, /) и I X) сП.

'Г.

Покажем, ч։о И^Си вполне непрерывный оператор. Для этого заме 
гим, что из существования R следует существование R в некоторо 

окрестности X >п. Выберем из этой окрестности последовательное^ 
неположительных Х = ХЯ гак, чтобы /- /0. В силу ограниченности 
оператора С будем иметь /?хвС|1 О. По из представления (8
легко следует, что все /?ХЯС вполне непрерывны, а поэтому и ЯД 
вполне непрерывен. С дру։ой стороны, поскольку однородное урав 
пение НО|, как известно, имеет лишь тривиальное решение, то, как у 
выше, пользуясь альтернативой Фредгольма, убеждаемся в разреши 
мости уравнения (10 при любой /(х! Но в силу замкнутости
оператора и" эго означает сущест вование ограниченной резо.тьвенть 
Я>„ оператора —и". Полученное противоречие и доказывает теорему

ОС X - • •
Геореми '2. Если р (х|| М и Л'||г=1 |А' (х, П ՝с/хсП. я։՛

«У < 
х —а

несь спектр оператора Г лежит внутри параболы т]2 = 4а а-4-; 
где ։ = Vх2 /И ՛ Л |1 -4- |1 XЦ). ։.= /?^Х, т) = Ппк.

52



Я Доказательство. Если н (х, л) есть собственная функция, 
соответствующая собственному значению к2, то

и (а*. М = \ I е" ՛ 
2р. с՛

— ОС

X

К ( I, 5) 4 I 5 (Й <1Г 12Г

Но. считая //(х./. нормированной, будем иметь

х х/• / -
р(1 /.//(/) 4-А'(Г, 5 и (в) (1в 2М2 \Ьи (Т2 -г 2 ЙЛ' < I, $| л (1я

и 
- -ОС

Теперь из 12 получаем оценку (полагая а □ ֊ г., т^>0),

и |х, а) |2 =г
X

‘ |2Л1а 1.и (И|г +

Еще одно интегрирование по х, с учетом нормировки и{х. а), при
водит к неравенству

2|Л1Н,1 + |К!=
1 -------------

или. принимая во внимание наши обозначения, к неравенству д|2т։<а2. 
Отсюда *:2 < а. С другой стороны, если положить т) = 1т\2, с = Ие^՝, то 
легко видеть, что т(2 = 4т21-2 -р откуда и следует утверждение 
георемы.
Д Теорема 3. Предположим, что оператор I. ограничен, если 
его рассматривать над пространством ограниченных функций из 
/_2(—ос. оо) с нормой и =511р|м(х1 . Если, кроме того, р(х] сум
мируема и

X* X

|Л'(х. И | (1х(11 < сс.
СО —X

то дискретный спектр оператора Г ограничен.
Д Доказательство. Предварительно заметим, что все функции 
из области определения оператора Т ограничены и непрерывны, что 
легко следует хотя бы из (3). Пусть теперь и (л, К)—собственная 
Функция, соответствующая собственному значению X2. Тогда.

‘ р I М Ьи (1, /) (И
•X
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и I / , Л ( (//.

Положим /. |!с = Л/։. где |[£||с означает норму оператора Л. рассма 
гриваемого над пространством ограниченных функций. Пусть, далее

30 . 30 00
| \р । । (1։ *= и.,, р А' (5, лп т/хг/г = .мл.

- 00 — СО —00 I

•Тогда, если обозначить $ир ։//(л\ X) | = С\. то из написанного уравне]
ним следует 1

с 'И2 г
21М

что невозможно при больших к. |
Переходя к следующей теореме, предположим, что I. -единичны! 

оператор. Таким образом, Та имеет вид

Ти = и" + р(х)// + К (л-, »'< и (Н с/Л 13
УЭ

Теорема 4. Если при некотором з0^>0

ю аО* 1 (*
,р\Т\ (Тг < о:, I 1 (*.< ’I + С) Д- ( л-։ । । ЛхсН <\>о,

— * —00 «- со

то оискретный / пектр оператора Г, определенного равенством 
(13), конечен.

Доказательство. Как мы уже знаем, собственные функции 
определяются из уравнения

и х, /.
30

1 (•
- -----I /. • X. /; А) и ((, /.) 1/Л

2/Х 3
— 30

где

X /» 
/. (X./;/.( е1' я ' р{1\ 4֊ г' |* 41 А' X./; (Мй>0). (15

— X

Поэтому собственные значения являются нулями знаменателя <1>ре՜֊. 
гольма

X
/ЛИ 1+\’(֊и-՛-, и«

"I Iп — I
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гл? положено

|Л, л-։,

хп • (1хх ■ ■ ■ (1х., 17)

• • •. хл) =<1е1!|Л,-в|, 1,к = е1' х‘ х* р(хк)-±

е՛' х, *\ К(я, хк)(1я. 18!

и

X

Очевидно, 1,к аналитичны по /. при !т՝к > г0. Покажем, что нее (1„
могут иметь лишь полюсы первого порядка в точке > — 0. Действи
тельно. 1„ (0, хр • • •. х„) = О. ибо при л = 0 все строки этого опреде
лителя совпадают. 11ри дифференцировании по /. до (п—2)-го порядка 
получим некоторую сумму определителей, в каждом из которых по 
крайней мере две строки совпадут при >. = 0 Итак. (1п может иметь 
лишь простой полюс с вычетом а{п]. равным

9ПI
Л-1

1
271я 1п- Г!

Оп ' зп (0, х։, • ■ • х„)
с1хх - • • 4хя 19)

•30

Чтобы оценить эти вычеты, заметим, что подинтегральная функция 
являет*.я суммой п определителей, в каждом из которых одна строка 
из а„ сохранена, а все другие продифференцированы один раз по и 

положено равным нулю. Если элементы одного из этих определи
телей обозначить через и положить
V՛ ^>-о I Х1
И = Д/* -----  . (2^՛• Л*х0
то на основании 18) легко получить оценку

Л< • р (ХЛ Л' 5,

если 3/а получено в результате дифференцирования соответствующей 
строки определителя 1п и оценку

г*
I > -О ! «’“Д<г ։ I/; Х* -Г Л'|5. х»|1 4/х |

V 
X

н противном случае. На основании этих оценок с помощью неравен
ства Адамара находим

Ц л
беГ Дмн! гол П)^0*** | е։ ՛’• хд) </« [ (211

■ к-11 V1
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11оложим теперь

от

Тогда, учитывая
<21) полечаем

и '201. а также* сделанное выше замечание, и.

/'И
2п (п

ЛР 
я— ։ 23

Покажем теперь, 
//л> > ел и может

что функция
имеч ь лишь полюс

аналитична по / в области
в точке / О. Для этого положим

(24
где £,* определены 
оценку

формулой (1-4). Так же. как и выше, пол х чаем

и
X

I

п

#<*

п 
п

/- /*•.

п
В,к • р ՝Хк) -!֊ К х. х«) т/х.

V
—-X

Пользуясь вновь неравенством Адамара, находим отсюда

" ж
2 п | Р

(1е1 Я,» । П <?£’1ХД р 4 А՜ <х, Хк) (1$ .
Аг-1 ’ с’ ՛

х

Теперь, учитывая (24) и (17), имеем
п

где .11 определено формулой (22). Таким образом, мажорантным для 
(16։ является сходящийся ряд

ос. п
1 + У 1 л2 .VI".

— ОлЦ 10 „I 
п - I

Итак, и । 1 аналитична по / в области 1т>. е0 и может иметь осо- 
оенность лишь в точке X = 0. Но эта особенность может быть лишь 
полюсом В самом деле, соответствующий ряду (16)ряд из вычетов

мажорируется в силу оценки 123) сходящимся рядом

/>- I
6о

п
п 2 Ма
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Чтобы завершить юказательство теоремы, остается вспомним,. что 
нули 0(11 совпадают с собственными значениями, и носпользова| ней 
предыдущей теоремой.
И В заключение заметим, что все теоремы, установлении' выше, 
справе длины и для оператора

X ' •
Н 77/ —и" р х)!.и - А' х, / //(/)</(.

</ о

рассматриваемого по полуоси 0. ՝ с краевыми условиями вила 

■ 2Н 0)4֊ 0тС(О =0. ։։-ь£։¥»0 25>

Здесь оператор #■>, г. е. резольнен։а оператора —и при условиях 
(25) имеет вид

.. . I 1*| г&а — аН. t =------- I --- ------г u - м + е1
2ii. J I 78Х 4 а

'՛[/ ' <1'

и все рассуждения можно полностью повтори1Ь с очень незначитель
ными усложнениями. <г

Институт математики и механики■г
Академии н.п к Армянской ССР

I- П UUPSbrnU3UL

OHI1I р (Г—nt ||1 ։Г|» р Gi)h UI Gr шЛ |„Gi)p|> ifwiafiG

‘>*Ьзп*-? 12-b ntfpnqi if" чЬ*"ш Г^4пЧ Ur pJ •»! vufLp нал" pf,

(, p I X I •p Лил'Ъшф L putntnlfnt *nt/ ft"L tn b j ph f ft tfnJuffbpe

bult К (x. /)•֊ p pfJ ntfJ juih *1гю ршпш^т unif fitinьчг*чЬ ‘-•-АУг-
yf.-.-ft/jJ i.

X

Ji Tu — — u՝՛+ p | x t Lu A (x, Г и (/| dt (ogL’l

X

L'l* I n * fe'bp'Uiu\wf ш fttt J ) WU1J luliai^Ki If ir uf L p tn np (Г
Цщшдп! bit ihuilijuii ftLnp b J1/L pp 2

h tf p L J I. T OU|LpUlinnp|) UlGpGr|f|lll in Ulijbljinpp Gill ifpGlfGnL J L l|p<ul^4U i If |l u ։u - 
iuiLUiG(jp|i hLm: Untfu||Lpu KiiippnipjmG iflimjiud Jiuunnf uii|LI|inp|i IjLinLp i^iupni] LG ||*Gb| 
if^iuijL uLtfuul|iuli uipJLpbL pp, npnlip xLG Ijiupiiq niGLGiii| Ijni iniul| lTuiG 1|ЕюЬр i|puilpuG 

l||iuiuiiin шlj<jp|i(j qntpu:

Mmpbtf 2 bpb\p(x)\ M li

A (X. f I I’ dxdt = I А Iх.

UJUJW / Oll|bpuiu>n|l|l UlJpni|9 

a — >'2 (Af || £ Я НКЦ). S-

ви1цU>pp pbl|Uld

Re) . т։ = !m к

|цшршрп|^ GLpup. tipefibqh у = 11 | j + ;)
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НЬпрЬ.Г 3. 1;(,рш.|рЫ;г. „р £ о.чЬр1и,ппрр Ь. ЬрЬ ш,с Г||»,п.ир|.ы
/г( ОО. оо) 1)ши|(Ь и|и։.п1|ш(;пч ишК^швшфи.!, фп1К1|а|,шВЬр|, ,|рш, прпбд СпрЗшС ппп' 
«|п*<Г к !|н || = >ир|п (х) | Й1и.|шишрп1Р)п16пф ЬрЬ рШ0|, Ш|1| р (Х)-р |։ /< (х< /).р КшСр^ 
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