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О двойственно нормализованных поверхностях евклидова 
пространства

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагнняноы
I6.IV.1959>

В работе (’) была рассмотрена так называемая двойственная нор
мализация хт в Ря. Гнперполоса I'т нормализована двойственно, если 
она нормализована в смысле А. П. Нордена , причем ее нормаль 
1-го рода содержит характеристику семейства-главных гиперплоскостей 
гиперполосы.

Рассмотрим поверхность п—2-нзмереннй xe_j, погруженную 
в евклидово Еп. Допустим, что х„ > дополнена до гиперполосы так, 
что характеристики семейства главных касательных гиперплоскостей 
перпендикулярны касательной плоскости поверхности л„_2, так, что 
ее естественная нормализация будет одновременно н двойственной. 
Если обозначить через X нормальный вектор главной картельной ги
перплоскости гиперполосы, a Y направляющий вектор характеристи
ческой прямой, то основные дифференциальные уравнения Гп • I 
будут иметь следующий вид.

VyC = lij X 4֊ kj, Y (a)

= ֊л;п 
Vy Y = -

(*)

k)

где hij = — dirdjX = XVjrt, ktJ ----- d, rdj Y = К V7 r,.
Назовем A(y главным фундаментальным тензором гиперполосы и 

предположим, что h — Det jh,j | 0, k = Det\k,j | # 0. Из системы (1) 
можно определить векторные функции г, X и Y, если задан метри
ческий тензор g,) поверхности и тензоры ht/ и kh , удовлетворяй щне 
следующим условиям интегрируемости:

1 ~ ^(/ ,

П 7|*Л/р*0,
(2)

HI =- о,

1V =



где R есть тензор кривизны внутренней геометрии хл_2. Мы можем К / • •
сформулировать следующую теорему.

Теорема /. Поверхность хп-ъ допускающая двойственную 
нормализацию в Еп, определяется с точностью до движения, за
данием основного тензора своей внутренней римановой связности 

и тензоров удовлетворяющих условиям (2).
Условие (1, Ь} можно истолковать следующим образом. Если в 

евклидовом пространстве рассмотрим на гиперсфере $п . । и—2-мерную 
поверхность Ел_2, радиус-вектор точки которой X = X (я1, • • • «я~2), то 
ее касательная плоскость, определяемая векторами д, X, параллельна 
касатальной плоскости а*л_2. Такое отображение хя_2 на поверхность 
Е„_2 назовем ее главным сферическим отображением.

Поверхность Ел 2 определяется следующей системой дифферен
циальных уравнений:

I) )Х(ц — — "{оХ т Ец У.
2) \7,У = — Е^Х,, <3)

где 7ц = X, Х]= й.*///.•, Е^= д1Хд}У = —Л*А/*, первый и второй тен
зоры гиперповерхности Ел 2 на гиперсфере $ч_։, причем скобки вок
руг индекса показывают, что ковариантное дифференцирование соот
ветствует внутренней связности Е„ 2. Пользуясь условиями (1), (3), 
можно получить соотношение

= О,

<4|

которое показывает, что внутренняя геометрия исходной поверхности 
хп 2 сопряжена с внутренней геометрией поверхности Ел_2 относительно 
///./. Из (’) известно, что внутренняя связность 1-го и 2-го рода норма
лизованной гиперполосы сопряжена относительно главного фунда
ментального тензора . Отсюда вытекает, что геометрия 2-го рода 
исходной л„-2 в совпадает с геометрией ее главного сферического 
изображения £л_2. Составляя условие интегрируемости системы (3)

п Рлу/=2ъ-л;+2^1 а։ 
2) = О

где -%у/ есть тензор кривизны внутренней геометрии Ея_2, получим

Теорему 2. Главный сферический образ Ея_2 определяется 
с точностью до движения на гиперсфере $л_։ заданием тензоров 

и Е1}, удовлетворяющих условиям (4).
Все сказанное остается в силе для поверхности х2, погруженной 

в пространство Л4. В этом случае условия (2. IV) показывают, что 
главные направления тензоров Л/у и Лц совпадают. Таким образом, 
сеть К^ди՛ (Iи՛ =и, к^ди' йид — 0 имеет общук^ биссекторную сеть, ко
торую мы назовем главной сетью х.,. А

\ словия |2. I) могут быть упрощены вследствие того, что по
верхность двумерна. Произведем в (2. I) свертывание по индексам / 
и к, и, вводя обозначения тензора Риччи,
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получим соотношение

/?д = ^ётЬ^и^к]т + 2^/п'?Л/1у^1т, 

которое равносильно (2, 1). Это уравнение подвергнем дальнейшему 
преобразованию. Для этого рассмотрим два взаимных бивектора, свя
занных соотношением

։Ле։, = ։/, ։12 = Уg,iga—g,] .

После этого легко видеть, что
2£т*Ал,Л*|И = zjkg,,mhtihim = gjmhit him = Aga 

2gmlkiUklt}fn = ^gkmk*ksm = gjmkisk'm = Bgij ,
где

.4 = В = — ^"ki, *», 
2

так, что
/?/i= (A + B) gij.

Так как внутренняя 
тензор Риччи имеет вид

геометрия поверхности х, риманова, то ее

Rjj — KgiJ,

где Л'—гауссова кривизна х2, вследствие чего получим 
2# = с'*е>/(А//Ли -|- кикк1}, или К {ёп^ — £|?) =

— к,и— к\*2 *4՜ к 12*

Имея в виду условия II. а), последнее соотношение можно за
писать в следующем виде

2A'=£^'Vi гу V»n. (5)
Поставим следующий вопрос: с каким произволом определяется 

а'2, нормализованная двойственно в £։ своим главным сферическим 
изображением Е2?

Разрешая уравнения (1. Ь) относительно г<։ получим
Л = Ч***, (61

где тензор, взаимный тензору Л* Дифференцируя (6) ковариантно 
во внутренней связности Еа, пользуясь уравнениями (3. 1) и альтер
нируя, мы придем к следующей системе условий интегрируемости 
уравнения (6).

I. ^7л* = 0, 11. Vu//<‘[ = 0, III. Н>Е^ = 0.

Условия I, II и III показывают, что тензор 
/?iy=

симметричен и определяет на Е2 кодацциеву сеть, биссекторная сеть 
которой совпадает с биссекторной сетью тензоо* Ец, т. е. с сетью 
линий кривизны поверхности 2?.
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Вследствие этого можно представить в следующем виде

Н,]—

Чтобы принять во внимание, что сеть кодацциева, найдем ее че
бышевский вектор, используя для этого ее перенормированный тензор

*Я.7=«Т//4 £//• (7)

Взаимный тензор (2 стр. 37).

*//''</ = = -Ь е<7’е^(ау/74֊ Ец) = (ау'> 4֊ Е^},
X Л' М

где 2.У = а'4г^*//(у*АЛ/, а его ковариантная производная

= аАгТ«7"Ь

Подставляя полученные величины в формулу (2 стр. 163)

6 = *Н™ V,, ♦Н1И|1,| -1֊ ’֊ **’Н
4

получим искомое выражение чебышевского вектора

4 = Т7 + Е°^ аИГ*к + — дл1пЛ’. 
Л 4

Для того, чтобы сеть была кодацциевой, необходимо и до
статочно, чтобы ее чебышевский вектор был градиентом, т. е. 
«’*^<4 = 0,но

V, Л = ֊7 (а7^ +- Е™) <х[р^к}ц 4- — ХМЛп/У, 
4

откуда

е'к^1 + £Р’) а[рТ*1« - 0. (8)

Для а мы получаем дифференциальное уравнение в частных 
производных 2 го порядка, которое имеет решение, зависящее от двух 
функций одного аргумента.

Мы можем сформулировать следующую теорему.
Теорема 3. Двойственно нормализованная поверхность х.2 

определяется своим главным сферическим отображением Е2 и за
данием сети *Нц, удовлетворяющей условиям (7) и (8).

Но так как произвольная х2 на гиперсфере зависит от одной 
функции двух аргументов, то получим

/ воре му 4. Множества двойственно нормализованных по
верхностей в ЕЛ зависят от одной произвольной функции двух ар
гументов и двух функций одного аргумента.

Примем теперь главную сеть за координатную, т. е. положим 
= £12 = £12 = 0. Из основных уравнений получаем
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_r . . г ? дг
ди1ди2 '՜ ди' 12 ди2 (9)

Таким образом, на х., можно найти такую главную сеть, приняв 
которую за координатную, мы получим, что радиус-вектор г будет 
удовлетворять уравнению Лапласа.

Примем в частности, что эта сеть чебышевская. Для этого не
обходимо и достаточно выполнение равенства = Г,’ = 0 (’, стр. 3371. 
Но так как эта сеть ортогональна, то она является декартовой (’, 
стр. 338). Но действительная декартова сеть существует только на по
верхностях, наложимых на плоскость. Таким образом, параметры 
и2 могут быть преобразованы так. чтобы линейный элемент поверх
ности принял вид = Ли2 Ь Л у2. Так, уравнение (9) принимает вид 

dudv
0. откуда г — а(и \ 4- Л(гН.

где а, д—векторы, зависящие только от и и только от v соответ
ственно. Таким образом, рассматриваемая поверхность ест։» поверх
ность переноса. Из условия (2. II, III) получим

= ?(«). А22 = ф(-и), £п = ?*(“), ^22 = ^*(тг,. (Ю)

Но так как внутренняя геометрия нашей поверхности евклидова, 
то из условий (*) и (10) получим

<р (и) ф (у) 4֊ <э* (и) (у) = 0.

отсюда получим, что о (и) - }.?* (и), ф* j'-y) =.= —кф (у), где >. = const. 
Имея в виду (10) и последние соотношения, получим из (1).

I. р = У), II. ~=Ф(-у)(Х-'аУ)
du~ Лу-

III. Хх = —<р(«) д։, X, —ф(у)&2, У։ = —?*(«) л։, У2 = —ф*(V\Ь2

где
Ла , ЛЬ ах= — , Ь. = — .
Ли ' Лу

Дифференцируя (11. 1) ’по и, имея в виду (11, IIIЬ получим урав-

-֊г + Л (") ֊ В(и\ах = 0, где Д (//) = - ?֊ -1-у-, 
аи- а и г (и)

В (и) = ©♦ (и) |Х© (и) - Ф* (//)|, 

нение общее решение которого имеет вид

Можно выбрать начало координат так, чтобы с3 0, тогда

+ *»/>(«)> <12)
аналогично получим для Ь выражение



ծ =Դ/յ(^)ժ֊ր|Հ(ս).
Но так как

а? = 1, Ե2, - 1, ахЬ2 = О, 

то из (12) и (12') получим 

ք?/[2(«) 4՜ (")/«(«) + ^շ/շ2(«) = 1
<1Л2(*) 4-2^Л(*)Л(*) + ^/}2Си) = 1

(12Դ

13)

ԴՐՀ 4- ճ ^зГ2(ч)/я(^) 4՜ ԴԳ^(“)Հ։ ։^) = 0.

откуда

С2 --= 4 = 1, г։с2 = 0, հ = с\ = 1, глг4 = О

с1Сз = - <?2С3 = С.С., = О (14>

Таким образом получим, что, если главная сеть а\, чебышевская,, 
то она является сетью переноса на поверхности, образованной движе
нием кривой (12) по кривой (12'), расположенных в двух вполне ор
тогональных плоскостях. Условия (14) показывают, что параметры 
и и V есть длина дуг кривых (12) и (12') соответственно. Из (И) 
следует, что ©♦(«) = £, ф(<и)=А*, где кривизны кривых (12) и (12'> 
в общей точке («, т»).

Казанский государственный университет 
им. В. И. Ульянова-Ленина

Ա- Վ 4ԱՔՄԱՋՅԱՆ 
’•*1|11|,|Т',“Г| տսւրածու|ՈԱ|(| երկակի (ւււրւքսւ[ւււ<յփսծ ւՐւսկերևւււ յթէ՚ւերի 

ւՌսււիէւ

Ուսումնասիրության ա ր ղ յուն ր ո Լ մ պարցվել է հետևյալը,
1» է.րյ֊ում երկակի նորմալացում թ ույլատրող Хп—2 մակերևույթը որոշվում I 

շարմման ճշտոլթ յամ ր , երր տված է իրեն ն Լ ր ր ին ոիմանի կ ա պա կ ց ո լ թ յ ո լն ր £լյ և և {{ 
^1՚յ տենցորներրք ո ր ոն ր րավարա րոլմ են (%) պայմանին:

Գլխավո ր սֆերիկ ՛ցատկեր ճ որոշվում է շ ար մ ման ձշտությամր հիպեր-
սֆերայի •/րէս» երր տված է Щ և Е լյ տենցորՆերրէ որ ոն ր ր ա

մ. Երկակի ՛հոր մա լացված %շ մակերևույթը որոշվում է իրեն ցլիւավոր սֆերիկ
ար տա պատկե ր մ ամ ր և ' Н լյ ց ս*ն д ո վ» ոքւր րտվարէսրում է (7) ե (8) պայմաններին:

4* ! ձ^ում երկակի Նո ր մ ա լա ց վ ած մ ա կե ր և ու յթն ե ր ի րացմութ յունր կա թվաժ Հ երկ 
արցում են տի մի կամավոր ֆունկցիայից ե մեկ արգումենտի երկու ֆուն կց ի ա յի у է

Շ. Եթե գլթավոր ցանց X ր ւեբիշևյան եք տսլա Նա հանց ի սանում է տեղափոԽմ^
ցանքյ մակերևույթի վրա, որը սաացվոէ-Ժ է ( 1հ) կորի շարժումով (12 )֊կորով, որոՆր 
ւքտՆվոլւէ են երկու ւիո/սադարձ իրար լրիվ օրթոպոՆալ հարթություններում!
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