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Для задачи кручения круглого стержня с эксцентричной круглой 
продольной полостью точное решение впервые было дано Макдональ­
дом (։). Решение Макдональда было исправлено и завершено состав­
лением расчетных графиков Е. Вайнелем (2).

Кручение круглых стержней с полостями в виде эллипса и квад­
рата с закругленными углами рассмотрено Д. И. Шерманом (3-4) и 
10. А. Амензаде (5).

Задачу о кручении круглого стержня со многими, одинаковыми, 
симметрично расположенными круглыми полостями рассмотрел 
Кондо (6։7).

В настоящей работе рассматривается задача о кручении круглого 
цилиндрического стержня, имеющего одну центрально расположенную 
продольную полость круглой формы и несколько полостей в форме 
кольцевого сектора, симметрично расположенных относительно оси 
стержня (фиг. 1).

Решение задачи получено методом введения вспомогательных 
функций, изложенным в работах (8։Э).

Решение задачи получено в виде рядов. Определение постоянных 
интегрирования сведено к решению бесконечных систем линейных 
уравнений. Доказывается, что эти системы вполне регулярны. Приво­
дятся формулы для определения жесткости стержней указанного про­
филя и подобных стержней, не имеющих центрально расположенной 
круглой полости.

1. Постановка задачи. Определение функции напряжения £/(г, ?) 
при кручении стержней с многосвязным поперечным сечением в по­
лярных координатах сводится к интегрированию дифференциального 
уравнения

\Հ֊Ս =
Ժ2Շ^ 1 ժձ/
дг2 г дг г2 д^2 

(1.1)
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при условии, что функция и (г, <?) на контурах поперечного сечения 
•стержня принимает постоянные значения, из коих одно можно выбрать 
произвольным образом, а остальные должны быть определены при по­
мощи теоремы о циркуляции касательного напряжения при кручении.

При определении функции напряжения и (г, ф) для области се­
чения стержня (фиг. 1) ввиду симметрии области достаточно рассмат-

1
риватьее----- ую часть, где п — чисто

2п
секториальных отверстий (фиг. 2).

Фиг. 1.

п =

Фиг. 2

где число, зависящее от величины секториального отверстия.
Чтобы распространить найденное в этой области решение на всю 

область сечения стержня, требуем, чтобы на линиях среза (? =֊ ср։ и 
?■=—?2) нормальные производные функции напряжения и (г, ср) рав­
нялись нулю.

Решаем задачу при условии, что функция напряжения и (г. ср) 
на контуре кругового отверстия принимает значение ио, на внешнем 
контуре сечения принимает значе­
ние и*, а на контурах секториаль­
ных отверстий равняется нулю.

Решение уравнения (1.1) ищем 
в виде

(7(г. = <|.*(Г> ?)--֊- , (1.3)

где Ф* г, р) — гармоническая функ­
ция.

В новых координатах /, <р, где

|՝}нкция Ф । г. ср) — Ф (( будет удовлетворять уравнению

0»2Ф б)2ф 
д? +

Функцию Ф(/, ср) ищем в виде

(1.5)
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где

Ф(Л?) =
<МЛ <?) 
‘МЛ?) 
‘МЛ <?) 
‘МЛ ?)

(֊Л</<о, ֊?2<?<0}

Ю л t ֊^. t.,, —?2 ՝ Z- ? 0)

(Л ■- Л» ?г 0)
(Л л. О ' ? ?i)

(1-6)

(1.7)

Вспомогательные функции Ф, (Л?) должны удовлетворять сле­
дующим граничным условиям сопряжения

^•2 г*
ф. (0, ?)--£ = Ф։(/, 0) - -^5֊ = Ф։(<2, <?)- ֊?• = о,

4»

<М>։\ о»Ф.,\ дФ,\ дФЛ дФЛ* _ ** - ** I _ ** I _ 9 |

/$>--?։ С>'-? ? ֊?։ Г ֊=։ ?— ?>

Ф1(֊л. <?) = ф2 (-Л- ?) = Фо. ф< (Л, ?) = ф5(Л. ?) = ф; .

Ф։(Л О) = <МЛО),

Ф2 (0, ?) = Фа (0, «),

(1.8)

где

Фо=^о + 4. Фо = ^+4- (1.9)

2. Определение функции напряжения. Решая уравнение (1.5) и 
удовлетворив условиям (1.8), для функций Ф, (Л ?) получим следую­
щие значения:

г; shaft(f։ + n 2Ф0 v sha*'
Фх (I, <р) = — >, ------------------  slna* 9-------- ),-------------  sina*? +

?J ։ а*8Ьа*Л ?l^““ a*shaA/t

+ — £ Я»с|1^ —sin?»/ (2.1)
Л ₽*chMi я — I
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1 V» д shX* (/j 41)

• - է - 1

2Փ0 V shM ։ .sinX* Չ H------ ° > -——— sink*? 4-
?շ. . A*shWjЛ • I

— y%chP*(9 + ^isinM (-?2^?<0, -/։<^0) (2.2)
z։ ?*ch?*<p2

oo

Փ3(Հ ?)=
shM

a* sh ).*/._>
Sin).* © —

shM 
)-*shA*4

sinXfe© —

Ov
shA* 112 — 11 

sh f-k էշ
sink*© 4 (2.3)

chi* (? 4 ?..) 
ch-(*?2

(-?2 < ? < 0, 0 Հ t < /,)

OO
shAHG-f)

A*sh՝A* (Հ, — /.,)
sin/. %© —

2 Ф1 у ShM 
?շ „**, X*shM3

к ■■ 1

Si ПЛ*ср — (2-4)

где

OO
m V [), chM? 4 ?3> 

f3— f2k““} 1**сЬр*»2
Sin;i* (է-էշ) (-s2<cs 0, էշ t G)

3 *2

“к =

ՓԱՀ <p)=-
Ոյր« oo
2фо у sha* (էշ - t)

*։ к 1 гл$Ьа*(/а էշ)

ր1 у sha*«, — /)

?i «*sha*(/3 - t.,) N J

։h|i» (», — s)
u*ch։i*-p։

(2k — 1) t. 12k — 1) я
2?2

SlnaA’p

Sina*cp 4֊

(0 < :p < cpp

/гтс
7. = ֊ 

£2

(2-5)

m

k

3/>

»
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^3 — ^2
(2.6)

т произвольное число, подлежащее определению в дальнейшем.
Неизвестные коэффициенты Дк, В*, Ск и /Л определяются из 

следующей совокупности бесконечных систем линейных уравнений

ОО ОО

В к — ^^<т&рДр — - ЬьрОр 4՜ АТ а,

р -1 р - ։
со оо

(-'к = ^^ОгрДр4՜ ^крОр-\- 
о-1 Р-1

ОО

Д* = ^~Ар ^р Т 
р - ։
ОО

Ок — \ ЦърСр 4֊ Рк,

р -1

(2.7)

где
2/п/^

Л (с1ЬХЛ/1 -г сИ1/.Л^) (3; + х;

____________(?3 — £>)_______________
IГ3 — Р) ((МХ*^ 4- с1ЬХ*./3) бИМз (*1р 4- >֊л)

2/дХл$ЬХл (/3 — ^2)

^(иьх^ ч- сШМ։)5ЬЫ3(&; 4- х»)
(2.8)

^/гр —
2т)^8М^ (— Л,) $Ьал + Л)

•» ч О Э
I {3 — Р) (с!ЬХЛ/! 4- сИ1/ч73) бИХ^Н/аГ։ (ар 4- а;)

_____________ 2?к______________
/ПФо^к?! -I- 1Ь?й<р2) (Хр4- За)

^•р=
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4) I с1Ьа*+ сН1Хл/л)
г* (Х*с1ЬХ*Л»— 2с1Ь2Л»)

2 X» \ _БГ
8Ь2/։ $ЬМх/

, г/_2__________^_у

Г*’и|]2Л 511X^01\

2Ф„

гл (Х*сШлл/2 — 2с1И2/,) ■{-

-4) / Фр
'. $ЬХЛ/ 

фМ։

ф£

81|Л|.<

•’Ф
1’ 

т

т (Ч1^?1 4-013*<?2

О1 1

т ОИи*?! 4֊ 1Ь|1Л?2

4Ф>»
ОО
\ ^»р ( •>

/л®2 (Оцмр14-О1|**®2) р^х (2-9)

3. Исследование совокупности бесконечных систем уравнений 
(2.7). При соответствующем выборе постоянного числа т совокуп­
ность бесконечных систем (2.7) оказывается вполне регулярной.

Действительно, для суммы модулей коэффициентов систем (2.71 
имеют место следующие неравенства:

ОО ОО
£|й.,|+ XI**/>I < V(1 + <-1А).

Р " 1 р - 1

р — 1

1
2/?/

811>-*/1
9

т

11 4֊ ^-2*։'₽։).

Положим для определенности, что t^tл — t. или ?։ < н 
Тогда, выбирая т из равенства

(3.2)

будем иметь

т (3.3)
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Подставляя это значение в (3.1), .мы увидим, что системы (2.7) вполне- 
регулярны.

Системы (2.7) оказываются по оценкам (3.1) регулярными только 
в том случае, когда секториальные отверстия исчезают (^2 =0 и ®։=0) 
Однако в этом случае из систем неизвестные коэффициенты опре 
делаются непосредственно.

4. Определение постоянных Фо и Ф’. Для определения постоян­
ных Фо и Ф* пользуемся теоремой о циркуляции касательного напря­
жения при кручении, применив ее к контурам внешнего и внутрен­
него кругов.

Эти соотношения приводятся к виду

(4.1)

0

(4.2

Пользуясь выражениями (2.1)—(2.5), преобразуя их и произведя 
в (4.1) и (4.2) интегрирование, получим два соотношения, связывающие 
постоянные Фо и Ф* с коэффициентами Вь и С*.

Неизвестные В* и Ск, входящие в эти соотношения, выражаются 
через Фо и Фо*. Решая эти соотношения относительно Фо и Ф^, полу­
чим их значения.

5. Определение жесткости при кручении. Жесткость при кру­
чении стержня рассмотренного профиля (фиг. 1) определяется фор֊ 
му лой

С = 20 I - ОД5+од0 + Я , (5.1).
— 

где 2 —область сечения стержня,

2; = Оо = (5.2/

Переходя к функции Ф(/, ?), из (5.1) получим

с = 20= (ф;г42 ֊ Фоф + ֊ (Г1 ֊ г?) +

-г — (г* — г4) + 2/1Г2 С I Ф (Л <р) , (5.3)

где 2*--------
2п

-ая часть области сечения.

Пользуясь выражениями (2.1)—(2.5), согласно (5.3) получим

С = 20 (Ф;г’֊ фог?) + ֊ (Г1 - г}) + (Г* - /••) +
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R 1

ri 4- 2г|Ф0 у, clha*^ _  *з + yi cthot* (/3 — t2)
®i ,~>*(4 — «£) ?1 a* (4 — a?)A I К ՜* 1

. քշէ fi 4- 2Фр) р_______ I_________,
». -‘i։<4-a’)sha,l>1 +
* 1 к - I

+ эд+2ф;) 1
?i /Հ’*(4—aj> sha* (G֊ t2)Fl - — I

4(ф;н-ф„г-) “ J____  , 2ր’Փ0 “ I

¥։ 4~ '՜*1 <?։ X*(4 — XpshM, ~

-’ր?Փ<> cthX*^
՜?։ ։^М4֊-хгт-

_ V cthM, 2ր;Փ„- 1
»ՀՃ*(4՜Ճ»։ ?։ f'.W-^shWa՜՛՜

t h |4 -4- th|i*y2
Iх* (4 + |Հ) խ2/’+ (֊l)t+11’3^]

4- Il у ДЛCthV, — cthXtf,) , 1 ____Bt { rl r’

?։։-ւ '֊։?4~>֊;) s2 “X։(4 — >.’) \տհ>.։Հ shX7F։
Л « 1

(5.4)
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Из выражения (5 4). положив

^ = °°. ^-=—=2, ~ = г1 = О, Д* = Д(г) (5.5)
'1 ‘ I

и переходя к пределу, для определения жесткости круглого цилин­
дрического стержня с секториальными отверстиями (фиг. 3) получим 
следующую формулу:

г$ + 2г4гф; у «11X4 4Ф„г;
«»(4-«’> ? -

к — 1 <г •• I

1

4- 2Фр) у__________ 1_________
ср, — а*(4 — а.2) 8Ка*(?3 — Л») 
‘ 1 А - 1

V 2г;ф; у 1
2'Х։'4->.;) *■ Д>Х,(4-Х’)5ЬХ։^

‘ “ к 1 ։ - к - I
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[с1Ь)лГг+с1ЬХ,(6-У| [ (5.6)

где коэффициенты интегрирования Л(з), /Л, 
систем, получаемых из (2.7) соответствую­
щим предельным переходом.

Из выражения (5.6), положив = 0 и 
су։ — 0 (7* = оо, а* = оо и г3 = г2), а также 
пользуясь для этого случая значениями

= С = —г-,

Сд. и 1)к определяются из.

Фиг. 3.

(5.7)

и положив далее = 0 (р.Л = оо 
ределения жесткости сплошного 

и Г, = г._>), получим формулу для оп- 
круглого стержня

Со = 0,5772156649...
। де ՛? (г)-логарифмическая производная гамма-функции.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ереванский государственный университет.

(5.8)

(5.9)
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p. ւ uppuzmuv

է;ր1|ւսյհւսկսւհ իւաւո^Ոեր ահեցող 1цпг գ|ահւսձև ձււղի n[nrifuiG ifiunfiG

քԼսլա կեն տր ոն ք շ ր Հ անա յի ե ե րկա յնական խոոոչներով կ լ ո ր սնամեջ ձողի ո / ո ր մ ան 
ինղրի համար առաջին անդամ ճչւԱւխո քուծոււէ տվել է, Մակղոնալղը (})է

Այղ նույն խն ղ ի ր ր վ ե ր Հն ա կան ո ր են լուծել ե հասցրել կ մին \ և հաշվարկային գրա­

ֆիկներ ր 'Լայնելը (2), որն ուղղել կ նաև Մա կ ղ ոն Ш լ ղ ի ա ՝1ԿՒ '/ աղ աչիատանքի որոշ թե- 
րություններրք

էլիպսաձև ե !լլո րա g րած անկյուններով ր ձևի խո fl ոչն երով կ(որ ձողերի
թորման խնղիրներր ղիտարկե լ են Գ» /’. Շերմանր ^3,1 ձ 8ու, Ա. Ամհնղաղեն (5) է

!Հողի աոանցրի նկասրմամր սիմետրիկ դասավորված մի շարր շրջանային խոոոշնե- 
ք"*/ հ1ՈՐ ձողի ոլորման խն ղ ի ր ր ղիտարկե լ կ ե ոն ղ ոն (6» 7 )է

Ներկա աշխ ատութ յան մեջ ղ ի տա ր կվ ո ւմ է կենտրոնական ղիրր ունեցող մի շրՀա~ 
նա քին խոոոշով և ձողի աոանցրի նկատմամ ր սիմետրիկ ղ ա ս ա վ ո ր ված ք օղակային սեկ- 
սէորի ձևի մի ր ան ի խոՈ֊ո շներով կէոր դլանաձև ձողի ոլորման խնդիրը!

Խնդրի լոլձումն ստացվել կ օժանդակ ֆունկցիաների ներմուծման եղանակուխ որր 
• արա դրված է ( // () ա շ խատ ուի)յուններ ումէ

Խնղրի լուծումն ստացվեչ է շարքերի ւոեսքով։ Խնղրի լուծման րնթաւյքոլմ ինտե- 
ւլրրման հ տսորաաոլնն ե ր ի որոշում ր րերվել Հ ղծային անվերջ հ ա վ ա ո ա ր ո ւմ ե ե ր ի սիստեմ­

ների լուծմանը! Ապացուցված էէ որ այղ սիստեմները լիո.[{.Ն ոե ղ ուչյար են I
Նշված կտրված րովք ինչպես նաև միայն օղակային սեկտորի տեսքի խոոոչներով 

կլր,ր ձողերի կոշտ ութ յո ւնն ե րն որոշելու համար ստացված են րանաձևերէ
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