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МАТЕМАТИКА

А. А. Талалян

О рядах по базисам пространства £.р, универсальных 
относительно перестановок

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 3. III. 19.59

Пусть \/п (л)) последовательность почти везде конечных изме­
римых функций, определенных на [О,1|.

Ряд

л- I

называется универсальным, если для любой измеримой функции*, оп­
ределенной на [0,11, существует последовательность возрастающих на­
туральных чисел [л*} такая, что

к — «ж
почти всюду на [0,1], где 

п
(3)

Существование универсальных тригонометрических рядов было 
доказано в работах (1>2).

В работе (’) было доказано существование универсального ряда 
оо

л — I

тля любой полной ортонормированной системы |?л(х)}. 
При этом

Пт ап = 0
п - •

относительно этой теоремы см. также (4 |.
Аналогично приведенному определению универсального ряда в 

Зычном смысле можно давать также следующие определения:
* /(л) может равняться 4- оо „ли —со „а множестве положительной меры.
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Определение 1. Ряд (1) почти везде конечных измеримых 
функций называется универсальным относительно перестановок в классе 
всех измеримых функции в смысле сходимости почти всюду (в смысле 
сходимости по мерс, в смысле суммируемости почти всюду линейным 
методом 7 ), если для любой измеримой функции/(х)* члены ряда (I) 
можно переставить так, что вновь полученный ряд

Аг-1
(4)

сходится почти всюду на [0,1] (сходится по мере на [0,1], сумми­
руется почти всюду на [0,11 методом Т) к функции/(х).

Определение 2. Ряд (1) почти везде конечных измеримых 
функций называется универсальным относительно подрядов в классе 
всех измеримых функций в смысле сходимости почти всюду (в смысле 
сходимости по мере, в смысле суммируемости почти всюду линейным 
методом Т), если для любой измеримой функции /(х) из ряда (1) 
можно выделить подряд

ОО
V Д.(Л'Л <«*<•••),

л—1
(5)

который сходится почти всюду на [0,11 (сходится по мере на [0,1|, 
суммируется почти всюду на [0,11 методом Т] к функции /(х).

Можно определить универсальности относительно перестановок 
и относительно подрядов также в классе почти всюду конечных изме­
римых функций.

Для этого в определениях 1 и 2-й классы всех измеримых функ­
ции заменяются классом почти везде конечных измеримых функций. 
В. Серпинским был построен пример ряда (1) из непрерывных функций, 
универсального относительно перестановок в классе почти везде ко­
нечных измеримых функций в смысле сходимости почти всюду.

Основной теоремой настоящей работы является
Теорема 1. Пусть \ъп (х))—нормированный базис в про­

странстве £р[0,1|, р>1.
7 огда существует ряд

Оо
£ ап^п (х)

п — I
(б)

< коэффициентами ап, стремящимися к нулю, который универсален 
""повременно относительно перестановок и относительно под­
рядов в классе всех измеримых функций в смысле сходимости по 
М'ре, т. е. 1| для любой измеримой функции /\х) члены ряда (6) 
мо.’цно переставить так, что вновь полученный ряд

’ /(х) может равняться 4 ои или — □© на множестве положительной меры.
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(X

А-1

родится по мере на [0,1] к / (х)
2) для любой измеримой функции /(х) 
подряд

из ряда (6) молено выбрать

ОО
— («!<«?<

Л-1

который сходится по мере на [0,1] к /(х)*.
Возникает вопрос: для каких базисов {?п(л)) можно заменить в тео­
реме 1 сходимость по мере сходимостью почти всюду?

Этот вопрос частично решается для системы Хаара, 
справедлива следующая

Теорема 2. Пусть [уп(х)} — ортонормированная 
Хаара.

Тогда существует ряд

а именно

система

который универсален относительно подрядов в классе почти везде 
конечных измеримых функций в смысле сходимости почти всюду, 
т. е. для любой почти везде конечной измеримой функции /|х) 
из ряда (3) молено выбрать подряд

К--1

< "л< • • •)♦

п 1

который сходится почти всюду к /(х).
Следующие теоремы относятся к общим функциональным рядам» 

универсальным в обычном смысле и в смысле перестановок. В этих 
теоремах дается некоторая взаимосвязь между этими универсально­
стями.

Теорема 3. Если функциональный ряд

л-1
^А(лг) почти везде конечные измеримые функции, определенные 
На 10,1], универсален относительно перестановок в классе почти 
везде конечных измеримых функций в смысле сходимости по мере, 
по члены этого ряда можно переставить так, что вновь полу­
денный ряд

* Из второй части теоремы 1 следует теорема I работы (*)» где доказано» 
1Г0 Для любой измеримой функции /(д) существует ряд вида (6), сходящийся к ней 
По мере на |0,1].
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б\՝дет универсальным в обычном смысле, т. е. для любой измери. 
.ной функции ф(х] существует последовательность < к2<՜ ■..

"։акая, что •

Нт Ль(х)=/(х)

почти всюду на [О.11.
Теорема 4. Пусть дан метод Чезаро какого-нибудь поло­

жительного порядка. у
Если функциональный ряд Н к

Ж
где /п к \ почти везде конечные измеримые функции, определенные 
на |0,1|, универсален в обычном смысле и для некоторой последо­
вательности натуральных чисел пх<^п2 < • • ■ <Пк < • • • имеет 
место равенство

Ип1 /л I*' =0 
л-~- *

почти всюду на |0,1|, то этот ряд будет универсальным отно­
сительно перестановок в классе почти везде конечных измеримых 
функций в смысле суммируемости почти всюду на [0,11 данным 
методом Чезаро. <

Эта теорема доказывается методом Д. Е. Меньшова, приведен­
ном и работе (7).

Из теорем 3 и 4 непосредственно следует
1 еорем а 5. Пусть дан метод Чезаро какого-нибудь поло­

жительного порядка. &
Если функциональный ряд

гос |л) почти везде конечные измеримые функции, опреде­
ленные на (0,11, универсален относительно перестановок в классе 
почти везде конечных измеримых функций в смысле сходимости по 
мере, то он будет универсальны м относительно перестановок в 
классе почти везде конечных измеримых функций в смысле сум- 
мируемости почти всюду на [0,1] данным методом Чезаро.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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ս. ս. ԹԱԼԱԼՅԱՆ

I ^սււ'սւծ ու-|»յւսհ I* ւս է| |ւսՐւ Լ րի օսւր1հւ*|ւ ւքա»|ւհ< որււհք (ւ|ւէ|ե րսա ( ԼՐւ

»-ւ^»>|էէ1<|»ււ|«ււււ |>ձւււ ք|քւԼւ’|ւ ('ւկւստւՌսւԲ|»

(յն թա ղ ր են ր I I րւ (X ) ՝ — ր [0,1] հատվածի վ ր ա որոշված համարյա ամենուրեր վերքա֊ 
յոր *ափելի ֆունկցիաների հաջորդականություն էէ

Մտցվում են հետևյալ երկու սահմանումները'

II սւքւմա(ււււմ Խ օօ
Ո 1

(Կ
կոչվում է տեղափոխությունների նկատմամբ ունիվերսալ բոլոր չափելի ֆունկ- 

^խ՚ւների դասում համարյա ամենուրեր դ ո ւ դ ա մ ի տ Լ լո Լ իմաստով (համապատասխանաբար

քԱէՈ \ափի ղուղամիտելու իմ աստով , 1 դ ծ այ ին մեթոդով ամ ենոէր ե ր

րհքու իմաստով) ւ եթե կամայական ք ( X) ֆունկցիայի համար I 1) շա ր ր ի անդամները կա~ 
րԿՒ է տեղափոխել այնպես, որ նոր ստացված

(2)

յեթոդով դու մարվի համարյա ամենուրեր) դեպի / (X) ֆունկցիան։
IIIII հման Ո ււ( 2. (I) 2էսր/'Ը կոչվում կ ենթաշաբրե ր ի նկատմամբ 

*ափեէի ֆունկցիաների ղասում, համարյա ամենուրեր ղուղամիտելու 
պւստասխան ԱՀ բա ր ըստ չափի ղուղամիտելու իմա ստովք / գծային

ուն ի վեր սա լ բոլոր

ի մաստո 
մե թո դոկ

մ են ու ր եր ղ ում ա ր ե լու իմաստով), եթե կամայական վ [X չափե,ի ֆուն կցի այի Կամարէ 
քարբից կարելի է անջատե լ

00

Տ <յոէ 
ծ-1

Լնթտչտրր, ո ր ը ղուղա մ իտում ( 
միտում Լ ըստ չափի, ի դ ծ ա յ ին 
ք (X) ֆունկցիան։

հաւք ար յա ամենուրեր 
մեթոդով դում ար վու լ մենուրեր) դե Աք ի

Տեղի ունեն հետևյալ թ ե որե մն երր'^եո|ւեժ 1. Ենթաղրենշ (¥„(*))֊£ Նորմա վ ո ր վ ա ծ 
քածության մեջ։

րաղիս՝ է Լր [0,1], թ > 1

օօ
ո — ։

(3)

զերոյի ձդտոդ դ ո ր ծ ա կ ի ցն ե ր ո վ , որը ունիվերսալ Լ միաժամանակ տեդավէոքսոԼ— 
ելունների ե ե*1է թ ս»շա ր բե ր ի նկատմամ ր րոլոր 2ափ^էՒ ֆ ո ւ՚հ կ ց ի ան ե ր ի դասում ըստ չափի

Հուդ ամ իւս ե լու իմաստով. ա յ սինրն

!) Կամայական / (X) 2,ափելի ֆունկցիայի համար 1 3) 
սմ դ ա փոխ ե լ այնսլեսք որ նոր ստացված

անդամները կար ե լի

ՕՕ ճ Պ*. Դ» <*) 
Հր-1*,ւյք/7' <0,1յ*/ր վ(*էՍ ըստ չափի ղուղա մ իտում կ ]

Կամայական ք (XI 2ա,ի^լւ[9 ֆունկցիայի համար (3) 2աԸըիս *սնջատ

Լ Կ

ա

I 19



ОО

* -1
Հնթայտրր, որ [0.1]-/' ■//"" ք*"" Փ Ւ 1" ՚ 1 <Հ /' տ "*-•? է ք ՝ Ւն 1

Հարց Լ առաջանում ինչպիսի (?„(■')} րաղիսների համար կարեչի է թեորե,ք 1,ոլյ 
իո/..արիՆե( ըստ չափի ղո, ղտմիտությունր համարյա ամենուրեք ղու ՛լա մ ի տոլքյյունռի

Այղ հարցը մասնակի քուծվո^մ Է հարի սիստեմի համար!

Տեղի անի հետևյալ թեորեմը՝ՒեորԼմ 2. Ենթաղրենը |/.օ (-*))-/• Խարի օրթ ո ղ ոն ա լ սիստեմն Լ։ Այղ ղեպրոլյ 
ղ ո յու թ յուՆ ունի օօ

V (41

Ո -1
որը ունիվերսալ է են թաշարրերի Նկատմտմր համարյա ամեՆուրեյ» վերջավոր 

փե(ի փսւնկղիաների ղասում համարյա ամենուրեր ղու ղամիտելոս իմաստովէ տյսինրն 
ցանկացած համարյա ամենուրեր վերջավոր / (Д') ֆունկցիայի համար (4) 
քելի է րնտրել

00

Л-1
ենթաշարր, որր համարյա ամԼՆուրեր ղ ո լ ղ ա մ ի տ ո ւմ Լ

Տեղի ունեն Նաև մի Հանի թեորեմներ, ո ր ոն ր վերարերվում են տեղափոխություն֊
Ների Նկաամամր ունիվերսայ ե սովորական
Նալ * արր ե րին է

Այղ թեորեմներում հաստատվում Լ 
իմաստով ք ուն ի վ Լ րսալութ  յուՆն եր ի միջեէ

իմաստով ունիվերսալ ընղհանուր ֆունկցիա

որոշ փո/ստղարձ կապ այղ երկու տարրեր
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