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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян

Кручение круглых цилиндрических стержней с продольными 
пазами клиновидной формы

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 5.11.1959)

Для задачи о кручении круглого стержня с одним клиновидным 
продольным пазом приближенное решение получено методом кон՝ 
формного отображения в недавней работе Стэнеску и Думитреску 1 .

Кручению круглых стержней с продольными пазами других форм 
посвящены работы (2՜8).

В настоящей работе приводится точное решение задачи о кру
чении круглых призматических стержней с продольными пазами кли
новидной формы, расположенными симметрично, или стержня с зуб
цами.

При решении задачи использован метод введения вспомогатель
ных функций, предложенный Н. X. Арутюняном '' в 1948 году. 
Решение получено в виде рядов и интегралов Фурье.

1. Постановка задачи. Определение функции напряжения при 
кручении И (г, ф), как известно, в полярных координатах сводится 
к интегрированию уравнения

г.//=^ + ±^ + -1^=_2 1.1
дг2 г дг г2 дг2

при условии, что И = 0 на контуре поперечного сечения. Рассмотрим 
сплошной призматический стержень с поперечным сечением в виде 
круга с симметрично расположенными выемками клиновидной фор- 
мы, или зубцами (фиг. 1).

Ввиду симметрии области сечения достаточно рассмотреть ее 
1 . 0

-ую часть, где п — число выточек или зуоцов (фиг. - 
2//

Введем обозначения

где 1 <а < оо.
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Полагаем, что в области 1 функция и г, <р принимает значе
ние 1.\ г, »), в области II значение £'2(г, ®), а в области III— зна
чение / ֊з 1 Г, ф:_

Фиг. I.

Чтобы определить функции 
удобно перейти к переменным Л ©, 
где

/ = ] п ; Г = ае . 1.3.
а

Фиг. 2.

Тогда дифференциальное уравнение (1.1) примет вид

д-и
д? +

дгЦ
— — 2(ге՜' 11.4

Ищем функции 67,11 = 1, 2, 3) в виде

М|Л?)=֊а֊ + Ф,(Л?1, (1.5-

,ле гармонические функции ф,-(б. должны удовлетворять следую
щим условиям

= Ф,(0,о)֊ а2 __
О /л. /

= 0,

= Ф,(/,0)- 
?--г.

аае2/
2՜

Ь*
2

ф, 6. О| = ф2(/, 0), 6*Ф \ о*Фо\ - * — __ |
г—о д'л

(1-6)

____о

дэ

»

Ф; 0, ?) = Ф3(0>?), =<?ф»՝|
Л-о дt /, о

Ищем функции Ф, /,-г в виде рядов и интегралов Фурье.

ОО

Ф, (/.?) = V Л !,"/*'8|Па,¥ I
*- I (1.71

51П г/с/г (0^.
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ОС
Ф։ и, а) = V л* 7 а 4-

к- 1

1.8֊
ГС

4- р С(2)(з) бЬ г<? 4- О^\ г сЬ 2а] 51п г(дг —?2 ? 0; — оо<? 0

О
оо

Фа <р) = V И*” эИ у/ 4- в; ‘сИ 7д/| 5)п у*а и-

* 1

сс
V | С13>5Й 8Л? 4- ОГ’сИ ?*ф1п 3/

к- 1
где

2/?-11- 121-1)*
ал =----- —’ 7* =----- о--------;2?1 2?2

1.9

| —?2 ? 0; 0< £<£։),

/>-* />
К = т՝ ^ = ’п-- (110>

/։ а

Неопределенные коэффициенты Л*', В(к\ С*՝'. О\', С1'՝ и й'' г 
подлежат определению из условий (1.6 .

2. Определение коэффициентов интегрирования. Пользуясь 
выражениями (1.7) —(1.9) и удовлетворив условиям (1.6 , для определе
ния коэффициентов интегрирования получим следующие соотношения

С՛’ I г! сЬ 2з1 4- О{" г I эЬ = 0,

а*®1

С'-’’|21 ей 2с2 — О{1}\ 2 | 511 2а2 = 0,

Сл3>с11 ^а2 — ДДй З а., = 0,

2.1 *
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11ри этом 
рье (10 ;

использованы также формулы синус-преобразования фу.

: । 81п с/ </ — ОО < ^<01
о

О
о __ »

/' 2 Г
мн :Г <// — — I — I

о

Из соотношений (2.1) коэффициенты .41.", Ок" и С[-‘ определя
ются. Коэффициенты ' и Л** выражаются через .41՜’. ’(г), Си*|г)
и С’՜ г —через г),адля определения Лк՜* и /9**12) получаем сле
дующую систему уравнений

о

- (112^2 4-11)2 5,
(2.3

О < 2 < со ।
ос

— ■■ —■ ■ - ■ *
01 ф,2 ;И1-422|

4- 7* с(Ь 7а/, — 2с1Ь2/։ к — 9
• /

При этом использованы значения сумм

V' = /1 _ \
Д', Ч -г 2а‘( ։Ь«Г, г

Введя новые неизвестные

“2/9 *’| 21 = т У ՛ 2),

— Л^,

где ///֊постоянное число, системы (2.3.1 приведем к виду

112



'0
•• Л 1

Здесь введены обозначения

■/ -
• Л

Ьи = 4/>2 1
• * 28Й2Г,

+ «2(7ас1117»* Г,— 2с(Ь2Г։ •

а2 1Ь

Чтобы из системы 2.6) можно было определить неизвестные ве
личины методом последовательного приближения, необходимо, чтобы 
интеграл от модулей коэффициентов первой системы и сумма от мо
дулей коэффициентов второй системы были бы меньше единицы. Это 
условие для систем (2.6) выполняется при соответствующем выборе
произвольного постоянного числа т.

Действительно, для коэффициентов систем (2.6 имеем

т т

и
“I*2 1/с1 ։

о

“ /П'^2 । П1 - -|- (И
а • ։

ГП IЬ г -. ֊ (И г?, т

При этом использованы значения

Г2
Л

к- 1 'Л

՝՛ 9

о
Постоянное число т выбираем

-Т*

равным т = 1 2
Четко видеть, что свободные члены системы (2.61 ограничены 

с ее рху.
3. Определение функции напряжения. Подставляя значения

определенных коэффициентов в выражения 1.7)— (1.9 . получим

3.1

ИЗ



Ф2 М I* г*7* 51п 7. ? ,21 с 11 ֊ ?г
г 81П 21^2

о

51 п у

с 11

О;

х>

(3.2

Фз Л?1
(2> «И;,

511
51П 7

к

I — 'л.» » 0; О

3.3

где / = 1п — 
а

При этом использовано значение ряда

у е "51пЛл
— к 

л-1.3...

81П Л* \ 

$11 2 I
0. 3.4

В частном случае, когда Ь = а, сечение стержня принимает вид 
сплошного круга. Для этого случая из (2.31, переходя к пределу при 
г, —0, получим •

’
.(=)_ __О*

Подставляя эти значения в (3.1.1- 3.3), будем иметь

ф։(/,о) = ф2(/, ?) = Ф3(^ф) = 3.6,

При этом использованы значения суммы |3.4, и интеграла
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4. Определение жесткости и напряжений при кручении. Жест
кость пр*1 кручении и напряжения определяются по формулам

С = 4 лО I Г
V <

г, я гс1гдь

И1 г^х 4- 111 2*а
дг +

Ьк

<4 - т£) 511 7*Г,

где — площадь
1 .

-он части сечения 
2п

стержня,

1 ди е՜' ди
“г,- =-----------и: =----------------6

г Оу а Ох

• ди е~' ОО
'.-с = —------ (/" =------------------- ---

дг а дt

4.2

2

Аналогичным методом могут 
кручении и изгибе призматических 
га с симметрично расположенными 
кольцевого сектора.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

быть получены решения задач о 
стержней с сечениями в виде кру- 
выточкамн и отверстиями в форме

р- I- ирртиизиъ

II1> и|и1Ь11 р 1|шзИш1|ш(в шЦпибЬрп<| Ц|ПР
|Ц|| рви-й'р

МЬири&Ь рЪ Ь р 1^лирни ։( 1,1[ ш1р1ии1 ^(пР Ч1шЪшА1л
фпр^ шри1Ш^шш^ЬрйГшЪ Орпии/пр^Ш^р л/питч

6 'Лл<. шр Ь /• шилЪр ПЛ.Л (*Р

Ь|11|Ьр|1

Ап^Ьр^ п[прЛаЛ \utJutp 

пр 1п*-^пл Л 4
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Այլ ձևի ընդերկայնական ակոսներով կքսր Հոդերի ոլորման հարցին են նվիրվի 
ա շ խ ա տ ան քն երր:
Ներկա հոդվածում քերվում է սիմետրիկ դասավորված , սեպաձև րն դ ե ր կ այնու 

ակոսներով կլոր դլանաձև Հոդերի ոլորման խնդրի ճշդրիտ լուծումը!

Խնդր ի լուծման րՆ^աքքրում О </ «Л ա դ որ 3 </ ա <1 Լ //'/'' '*• Խ. Հարու թ

I* կոդմից աոսւ^արկված ոմանդակ ֆունկցիաների ներմուծման եդանակը!

Հայտնի Հ, որ Հոդերի ոքորման խնդիրներում լարման ֆունկցիան ձոդի րնդլ»,^ 
նական կտրվածքի տիրույթում րավարարու մ /, ( •') հավասարմանը, իսկ կտրվածքի 
ր ո I յթ ի ե դ ր տ դ ծ ի վ ր ա դ ա ոն ո է. մ Հ դ ե ր ո •

Ելնելով կտրվածքի տիրույթի սիմետրիկությունից (նկ. 1), է'( ք ՀՀ ) րս ր մ ան ֆոլԼկ֊

ցի ill'll որոնում ենք մ ի ա յն կտրվածքի ւոիրոէյԲՒ 'ГЧ որտԼ

Ո—ր ակոււների թ ի վե է: Լու ծա մր կտրվածքի ամրոդ' 
համար պահանջում էնր, որ քարման ֆունկցիայի ն ո ր մա [ 
էսոանցրների վ ր ա հավասար լինեն դերոյի (այդ րխում Լ

լոդ իայից): Է ( Г » у / ֆունկցիան կտրվածք, ի տիրույթի

տիրույթի վր*" տարածեր^ 
ած անդ յալն երր սիմե տր իկայք, 
ո քոր մ ան մ ե մ ր րտնային ս>Նա

Q Т7 մասում որոշելիս

այդ տիրու յթր իր հերթին րամանում ենք -i ւ^արդադռւ յն տիրույթների: Լարման ֆունկ. 
ցիան որոշվում < այդ տիրույթներում օմանդակ ֆունկցիաներով, որոնք տիր nt ւթներյ,
կ էք ման դծերի վ ր ա րտվարտր iif ա յ if in ն ն I. ր ի ն !

հ1ւդրի լուծումը ստացված Է Հհուրյեի շարքերով և ինտե դրալն ե րՈ վէ Օգտադործ֊ 
ված Հ նաև ՚1)ւււրյե[ւ ին տ ե դ ր աք ձ ե ա էի ո խ ո ւ թ յ ո է ն ր !

1Լո ահա րկ վ ած ե դանակով կ ա ր ե լ ի Լ ստանա յ սիմ ետ րՒԿ դասավորված ՕդակայքւՆ 
սեկտորի տեսքի րն դ եր կ ա յն ա կ ան փորված քներով սնամեջ Հոդերի ոլորման և ծոման մի 
շարք խնդիրների լուծումները!
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